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第 一 章 ”Banach 室 间 的 微分 学 


本 章 》 1 是 关于 赋 范 线性 空 z 间 中 级 数 的 基本 知识 ,作为 今后 

几 章 的 准备 .$2 和 8$ 3 从 线性 映射 出 发 给 出 Banach 空间 葡 到 了 
的 连续 映射 ,Frechet 可 导 与 Gateaux 太 可 导 的 定义 ,证 明 复 合 映 射 
与 逆 映 射 的 求 导 法 则 ,并 给 出 应 用 . 4 阐明 中 值 定理 在 Banach 
空间 中 将 取 不 等 式 形式 . 8$ 5 中 偏 导数 与 高 阶 导数 是 借助 于 多 重 
线性 映射 来 定义 的 ;分 析 学 中 的 Taylor 公式 在 Banach 空 EE 间 也 有 
推广 .$6 在 引入 积分 概念 后 ， 证 明 几 个 基本 积分 公式 . 8 7 证 明 在 
许多 数学 分 支 中 都 很 有 用 的 隐 函 数 、 反 函数 及 秩 定理 , 最 后 ， §8 
证 明 Schauder 不 动 点 原理 . 


8 1 赋 范 线性 空间 中 的 级 数 


本 节 中 都 假设 匀 为 数 域 K( 实 数 域 R 或 复数 域 C) 上 的 赋 范 
线性 空间 ,元 zxEX 的 范 数 记 为 上 zx. 
定义 1.1 设 xz,EX. 车 对 任意 的 n 宇 0, 有 
Zo 十 … 十 工 一 > = S,， 


k=0 


则 称 一 对 序列 (z,),>。,(s )u>o 为 一 个 级 数 , 记 为 过 称 zx, 为 此 
级 数 的 第 项 ,而 称 ;, 为 其 第 部 分 和 . 
我 们 称 级 数 De 收敛 到 ;, 若 
ns 


精确 地 说 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 mw 宇 0, 使 当 宇 n。 时 ,有 lee=# | 


二 ej 记 为 zs = 5, 并 称 s 为 级 数 的 和 . 类 似 于 初等 微 积分 中 的 
一 些 定理 ,我 们 有 
定理 11(Cauehy 准则 ) 若 六 中 的 级 数 > z, 收敛 , 则 对 于 


任 给 的 e>0, 存 在 no 之 0, 使 当 n 之 no,Pp 之 0 时 ,有 
| Sntp 一 Sn | 一 | Xntl 十 ek 十 Xn+p | 二 E. 


反之 , 若 上 述 条 件 满足 , 且 X 为 Banach 空间 , 则 级 数 > zx 收敛 于 
st 6X, 
定理 1.2 若 区 中 的 级 数 > yx， 与 y 分 别 收 伍 于 * 与 3， 
则 级 数 > ， Gr (ax,) 分 别 收 敛 于 s 十 与 as, 这 里 a€ 区 . 
定理 13 设 0 二 如 < 名 二 和 二 … 为 整数 序列 . 车 级 数 > 
收 伊 于 5, 且 y= > zj, 则 级 数 > y, 也 收敛 于 
定义 上 2 若 X 中 的 级 数 xz, 的 各 项 的 范 数 所 生成 的 数 项 
级 数 》 | zl| 收敛 , 则 称 级 数 > 绝对 收敛 . 
显然 ,如 下 定理 成 立 . 


定理 1.4 若 久 中 的 级 数 全 =, 绝对 收 化, 则 2 z, 也 收 化， 
半生 当 多 为 Banach 空间 时 ;还 有 下 式 成 立 ， 
[Dl< Dat 
记 P= 二 {0,1,2,3,…) 为 非 负 整 数 集 ,N 一 {1,2,…} 为 自然 数 


集 . 我 们 有 
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定理 1.5( 绝 对 收敛 级 数 的 可 交换 性 ) 设 3\x, 为 Xx 中 的 绝 
对 收敛 级 数 , 令 
o:P—P 


为 一 对 一 的 满 映 射 , 若 记 y, = zo , 则 yy 也 绝对 收敛 ,并 且 
Ds 一 Dy,. 


定理 1. 6( 绝 对 收敛 级 数 的 可 结合 性 ) 设 3\x, 为 文中 的 绝 
对 收敛 级 数 . 若 
P=(])Bs,, 
7 为 有 限 或 无 限 集 ,B, 互 斥 . 令 


则 >)z, 也 绝对 收敛 , 且 


> 

利用 级 数理 论 还 可 以 证 明 下 面 有 用 的 定理 . 

定理 1.7 设 关 为 具有 单位 元 e 的 Banach 代数 , 若 =EX 目 
1 z 让 <1, 则 e 一 z 为 可 逆 元 ;其 道 元 为 


(e 一 z) -1 一 > 
其 范 数 满足 


eer | eT 
(Banach 代数 的 定义 可 参看 附录 定义 3. 7. ) 

证 令 y=e 十 z 十 z? 十 … 十 z”!, 因 为 上 zj 过 1, 故 对 于 任意 
两 个 整数 n,pEN 时 有 


mn 十 pi 


> |< 1 
< > lz = EE 


< lhe -aT 
从 而 {y,} 是 XX 中 的 ut 序列 . 据 X 的 完备 性 ,存在 yEX, 使 
y = limy,. 由 于 
Thy Oo lylia ly—»l, 
得 | yl 一 lim | yl. 
另 一 方面 ,对 所 有 EN, 下 式 成 芯 : 


yl < Sas Dat = 7aT 
这 样 便 得 到 


| — yy, 一 


| > 委 < TT 


现 证 y 是 e 一 z 的 逆 元 . 因为 
zy 一 yz 一 z 十 22 十 十 zx” 二 Yt! 一， 
取 极 限 便 得 zy 二 yz 二 y 一 e; 从 而 y 一 zy 三 y 一 yz 二 e， 亦 即 
(e 一 z)y 一 ye 一 z) 一 6， 
定理 得 证 . 
把 这 个 定理 应 用 于 Banach 空间 X 到 XX 的 连续 线性 映射 空间 
cy (XX;X) (其 定义 见 附录 $ 3.2), 可 得 下 面 的 定理 1. 8. 注意 ,此 
时 ,SC(X;X) 在 加 法 运算 gs 十 ", 数 乘 运算 az 与 复合 运算 xz。v 之 
下 成 为 一 个 具有 单位 元 e= 了 的 Banach 代数 , 且 上 了 | 二 1. 
定理 1.8 在 Banach 代数 乡 (X;X) 中 , 若 wE€ 多 (X;X), 且 
ww 有 | 二 1, 则 线性 映射 [十 w 是 经 (X5X) 中 的 同 豚 ,其 逆 为 
(T+ 0 = 2 (一 lw 


并 且 | 
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二 让 二 上 ww 


S$ 2 可 导 上 映射 , 求 导 法 则 


本 节 与 以 后 各 节 , 若 无 特 殊 说 明 ,都 假设 ,>,Z 为 同一 数 域 
上 的 Banach 空间 . 
导数 在 整个 自然 科学 领域 中 的 重要 地 位 是 众所周知 的 . 随 着 
科学 和 技术 的 发 展 ,人 们 走出 了 欧 氏 空间 . 面临 着 的 重要 问题 之 
一 ,是 如 何 定 义 具有 一 般 拓扑 结构 的 空间 之 间 的 映射 的 导数 . 这 
里 ,我们 只 介绍 Banach 空间 X 中 的 开 集 4 到 了 的 映射 f: A->Y 
的 导数 ,希望 从 中 能 给 读者 以 启迪 ,去 研究 更 一 般 空间 上 的 类 似 问 
题 . 
回忆 经 典 导数 的 定义 
1 /xz) / (x0) 
et ~ Xo 
这 里 极限 值 表示 函数 / : (4a,65)->R 在 zo€E (a,b) 的 变化 率 . 若 将 
上 式 改写 为 
tm 


而 把 y= 二 f(x) 二 f(x0)， (Xx 一 X70) 理解 为 通过 xo 的 曲线 y= (x) 
的 切线 ,就 可 以 启示 我 们 去 定义 Banach 空间 中 映射 的 相 切 概念 ， 
并 且 给 出 关于 映射 的 可 导 概 念 . 

定义 2.1 设 ACX 为 XX 中 的 开 子 集 ,f,g 为 4A 到 Y 的 两 个 
映射 . 若 . 


= /f(x), rE (lab)CTR. 


f(x) / (zo) “ (xzo) "人 (2 一 To) 


TT Xo 


一 0， 


im L/D sD, 
TT | Xo | 
则 称 /与 g 在 zxo€Ah 相 切 . 
显然 ,我 们 有 如 下 简单 性 质 . 


定理 2.1 (1) 车 /,g 在 x。 相 切 ,并 且 /5 在 2 连续 , 则 
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f(xo) = gxo). 

(2) 在 XX 与 Y 的 等 价 范 数 之 下 , 相 切 性 不 变 . 

(3) 相 切 有 传递 性 , 亦 即 在 zo 点 , 若 与 g 相 切 ,又 g 与 h 相 
切 ; 则 注 与 在 该 点 相 切 . 

(4) 与 映射 了 在 ze 相 切 的 所 有 映射 中 ,最 多 只 有 一 个 形 如 

Tr fx) + u(r — Xo) 

的 映射 ,这 里 为 X 到 Y 的 线性 映射 . 

定义 2.2 设 ACX 为 XX 中 的 开 子 集 ,f : 4 一 了 为 连续 映 
射 . 若 对 zo€ 4A, 存在 X 到 Y 的 线性 映射 4: X-=Y, 使 得 映射 
g :rx>f(zo) 十 u(x 一 x0) 与 f 在 xo 相 切 ， 则 称 了 在 z=zo 点 
Fréchet 可 导 (F- 可 导 ), 而 线性 映射 u 称 为 了 在 ro 点 的 F- 导 数 ， 
记 为 广 (zo) 或 Df(zxo). 若 f 在 A 的 每 一 点 都 F- 可 导 ,就 称 了 在 4 
上 FE- 可 导 . 如 不 发 生 混淆 ,我 们 简称 -导数 为 导数 . 

以 下 总 假设 4 为 X 的 开 子 集 . 

定理 2.2 设 /: 4->Y 为 X 的 开 子 集 4 到 Y 的 连续 映射 . 
若 /在 meEA 可 导 , 则 其 导数 三 (zo)E 经 (XIY), 且 它 是 唯一 的 ， 
若 记 忆 (zo) 一 x, 则 

Fad) a lal lil, tt€X, 

是 ul = sup, | aCe). 

证 ”唯一 性 可 由 定理 2.1(4) 得 到 . 而 据 f 的 连续 性 与 可 导 
性 ,以 及 附录 中 的 定理 3.2, 可 得 (xo)E€ 多 (XX;Y) ,并 得 所 需 的 
估计 式 . 

例 2.1 常 映射 /:X->Y 了 在 XX 的 任 一 点 可 导 , 其 导数 为 
户 (z) 二 0E YL(X;Y),0 为 2(X;Y) 的 零 元 . 

例 2.2 多 到 YY 的 连续 线性 映射 x :XX 一 了 在 XX 的 任 一 点 可 
导 , 且 Drx 一 zx. 

例 2.3 设 X,Y,2Z 为 Banach 空间 ,f : XXY>Z 为 连续 线 
性 映射 . 则 了 在 XXY 的 任 一 点 (xo,yo) 可 导 , 且 

Df(xos yo) C51t) = frot) + f(s, yo0). (2. 1) 


我 们 证 明 公 式 (2. 1). 令 
xs) = f(xo03t) 十 /syo)， 
其 中 := 二 x 一 x0,t 二 y 一 yo. 由 于 /为 二 重 线性 映射 , 故 
ee f(xot syyo 2) — fro,yo) — uls,t) | 


| Gs ,2) lxxy 
/xo +t /syy0) 十 At — uls,t) | 
| 《St) | xxy 


上 GD 有 cls lal 


| Gs,2) lxxy ~ | GCs,2) xxy 

委 c | (Cs,) lxxy. 
上 式 的 最 后 一 步 是 由 积 空间 的 范 数 定义 得 到 . 当 (s, y) 一 > (xo, yo) 
时 ,>0, 从 而 (2. 1) 式 成 立 . 

例 2.4 知 / 为 R" 到 R" 上 的 可 导 映 射 . 设 了 在 选 定 的 一 个 
基底 下 的 分 量 为 (/;,…,/;), 则 了 可 导 的 充 要 条 件 是 f; 可 导 , j= 
1,…,m, 且 其 导数 为 

le / 
OT pr i 
求 导 运算 是 线性 运算 ,也 就 是 
D(f +g)= Df+Dg, Daf) =aD/ 

我 们 介绍 复合 映射 及 逆 映 射 的 求 导 法 则 . 

以 后 使 用 如 下 方便 的 记 法 : 若 / 在 x。 可 导 , 则 任 给 e 汪 >0, 存 在 
7 之 0, 使 得 

f(xo 十 Az) — f(zxo) = f (xo) (Az) 十 o(Az) 
对 于 Az 中 过 7 成立 ;或 
flxot ss) ~— flxo) = f' (xo)(s) + ols) 
对 于 上 5s 志 r 成 立 , 这 里 obs)EY, 且 上 os) 才 es|. 

定理 2.3 设 X,7,Z 为 Banach 空间 ,zeoEA4CX,A: 4-> 了 
为 连续 映射 ,yo 一 (zxo)， 又 设 BCY 为 含 / (zo) 的 开 集 ,g : B—Z 
为 连续 映射 . 若 /在 xo 可 导 ,g 在 yo 可 导 , 则 h=g。/ 在 zo 可 
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从 


导 , 并 且 下 式 成 立 : 
h' (xo) = g' (yo0) ° Ff (xo). (2. 2) 
证 ” 任 给 e>0, 存 在 >>0, 使 得 当 1‖ ss 站 <, 上 下 和 -时 有 
fro ts) = fxo) tf (zo) * s+ 01(s), 
lol) ellsl; 
glyo tt) = gy0) Tg (yo) “i 二 02(t), 
os) 入 sl 人， 
由 线性 映射 P (xzo) 与 久 (y) 的 连续 性 ,存在 a>0,6>>0, 使 对 任意 
5 筷 和 GEY, 有 
Hf) sl alsl, go <6lel. 
从 而 当 |1* 站 委 了 时， 
| .PKzo。s 十 os) 外 委 ( 十 1)1s|， 


了 
而 当 | s | 委 二 了 时 ， 
of Cxo) so(s)))D Cat+ 1)ellsl, 
lg' Cy) * os) | oellsl. 
上 面 两 式 复合 的 结果 给 出 : 
h(xo 十 ) = gly0) + g Cyo) Cf (xro) » 5) 十 03(5), 
且 上 osC3) 有 声 (a 十 5 十 le 上 ls .从 而 
h' (zo) = g' (yo) ° f (xo). 
定理 得 证 . 
用 类 似 的 方法 ,不 难 证 明 逆 射 的 求 导 法 则 . 
定理 2.4 设 ACX,BCY 为 开 了 于 集 ,f: A 一 B 为 同 胚 映射 . 
若 太 在 zE4 可 导 , 且 户 (zo) 为 和 到 了 的 线性 同 胚 , 则 广 在 
yo 一 (xzo) 可 导 , 且 
(f(yo) 一 (万 (zo)) ， (2. 3) 
上 述 求 导 法 则 , 虽 与 经 典 情形 的 形式 类 似 , 但 却 有 新 的 理解 . 
例如 复合 函数 求 导 法 则 (2. 2) 式 ,理解 为 两 个 线性 映射 8 (yo) 与 
PCzo) 的 复合 . 逆 映 射 求 导 法 则 (2. 3) 式 理解 为 线性 映射 六 (xo) 的 


逆 映 射 ,等 等 . 


当 我 们 取 生 =Y 一 R 时 ,现在 的 结果 都 有 相应 的 解释 . 例如 ， 
容易 看 出 ,定理 2. 4 中 的 条 件 “f' (xo) 为 XX 到 YY 的 线性 同 胚 > 相当 
于 经 典 情形 的 “f(xzo) 取 0”. 此 外 ,请 读者 考虑 为 什么 在 经 典 情形 
下 广 (zeo) 只 是 一 个 实数 ,而 现在 的 情形 下 它 却 是 一 个 线性 映射 
呢 ? 思考 后 再 参看 附录 8$ 3. 2 中 关于 多 重 线性 映射 的 性 质 , 便 能 找 
到 答案 . 

定理 2.5 设 f 是 X 到 Y 的 连续 映射 , 且 /在 过 点 xuEX 的 
线段 xo 十 th 上 -可 导 ,hEX,tE[ 一 1,1]. 则 极限 


lim /zo 二 坟 ) 一 f(zxo) ee 
LD 7-=0 dz 1=0 
存在 ,并 且 等 于 记 (zo)h. 


证 记 g()=/(zo+th). 显 然 , 人 于 十 吉 一 人 0) 是 y 中 


的 元 . 我 们 有 
9 (1) | ,so = lim 0) ee rot th) — fxo) 


i-0 i 
由 复合 通 数 的 求 导 法 则 得 
GDN om= frot th) orot ith) | oo= (zo)h. 
从 上 面 关于 FF- 导数 性 质 的 讨论 可 以 看 到 ,F- 导 数 是 经 典 导数 
概念 的 推广 . 然而 ,很 多 情形 下 要 过 到 其 他 类 型 的 导数 . 现在 我 们 
再 介绍 一 下 常用 的 Gateaux 导数 . 


定义 2.3 称 / 在 zoE4 为 Gateaux 可 导 (G- 可 导 ), 若 对 每 


个 hEX, 存 在 Y 中 的 元 df (zxo,h) E Y, 它 是 的 线性 函数 ,使 得 
fxot th) — fro) ~ tt» df (ro,h) = OC) ， 
t—0t, xzo++theA. 
df/ (zo,h) 称 为 /在 zo 沿 h 的 G- 导 数 , 记 为 df (zxo)h 二 df (zo,h). 
Gateaux 导数 有 如 下 基本 性 质 . 
定理 2.6 (1) 若 G- 导 数 存 在 , 则 它 是 唯一 的 . 
(2) 奋 y EY' ,这 里 Y' 是 Y 的 对 偶 空 间 . 令 


p(t) 一 《yzo t+ th)), 
则 当 的 G- 导 数 存在 时 ,9pG) 在 上 一 0 处 右 可 导 , 且 
2! (0) = (y’ ,df (xo,h)). 
(3) 车 为 G- 可 导 , 则 
1 FFGz 二 AD 一 rzr)| 和 sup | dz th,h) | 
证 ”我 们 仅 证 明 性 质 (3). 由 Hahn-Banach 定理 (附录 1. 2)， 
存在 EY' ,| y" ==1, 使 得 
Cy sfxoth)— fx)) = f(zoth)— f(zxo) |. 
令 Pt) 一 (六 , 1Czo 十 成 ))，o( 在 上 E[0,1) 可 导 , 且 
gp!'(t) 一 (ydfCzo 十 续 , 疡 )》. 
于 是 由 经 典 的 中 值 定 理 得 
lzs 十 由 一 Fozo 有 一 | ,f(z th) CO— f(xo)) | 
= |9(1) — 9(0)| = 19 (6)| 
= |(y’ ,df(zot Eh,h)) | 
< sup, | Oy’ ,df (xo Eh,h))| 
过 Sup df ro 十 th,h) |. 
这 就 是 要 证 明 的 . 
关于 F- 导 数 与 G- 导 数 的 关系 ,我 们 有 : 
定理 2.7 映射 让: X->Y 在 xzo 点 F- 可 导 , 列 涵 / 在 zo 点 G- 
可 导 , 并 且 二 者 相等 . 
证 明 可 由 定理 2. 5 得 到 . 
定理 2.8 若 映 射 / : XY 了 在 zo 点 的 邻 域 U 中 G- 可 导 ， 
df47T)EY(X;Y), 则 /在 点 zo 处 是 F- 可 导 的 , 且 
f' x0) = df (xo). 
证 设 gh) = 二 (xo 十 有 ) 一 f(zo) 一 df (zxo)h. 取 一 个 元 y" 
EY" ,由 中 值 定理 得 
(y ,8h)) = (yy , [df (zo 二 Gh) 一 df (zxo) Jjh), 
其 中 0 过 0 过 1. 车 我 们 取 ys EY' , 且 由 Ys e ==1, 便 得 
10 


ih Ea I fs hii. WR ,5 


[| 


| gCh) | = (yo ,gCh)) 

(ye [df zo 0h) 一 df (zo) Jh) 
| [dflzo + O04) — df (zxo) a] 

| dz + Oh) — df (zo) 1 Ih). 


人 从 | 


由 此 即 得 定理 的 结论 . 
.定理 2.9 f(zx) 在 XE€4h4 为 F- 可 导 寺 入 f(r) 在 Xx€4h4 为 G- 
可 导 , 且 G- 导 数 df(zx,h) 是 有 界线 性 算 子 ,在 {hEX: | hi 二 1) 
jim f(r + th)— f(r) 


(一 0 十 
此 定理 请 读者 自行 证 明 '. 
由 此 定理 可 以 看 出 在 经 典 情形 下 ,G- 导 数 就 是 熟知 的 方向 导 
数 ..F- 导 数 与 G- 导 数 还 有 其 他 一 些 性 质 , 我 们 留 作 习 题 . 
例 2.5 YYpbicon 算 对 
Af(z) = | klz1ysf (9))dy, 


zy € [0,1], f € C0,1)).. 
C([L0,1]) 为 [0,1] 上 上 的 复 值 连续 函数 空间 . 设 郴 数 &Czvyyz) 关 于 
第 三 个 变量 z 的 偏 导数 


一 致 连续 ,计算 4 在 gs5EC([0,1]) 处 的 F- 导 数 ， 
由 于 


Coy 8 6) 二 hh(y)) 一 &zyyyg(Cy)) 一 F(z,y,g(9) hy) | 


= df(zx,h). 


人 2 
一 ECR 十 th(y)) 一 (ry gC) hd 
i 加 4 、 
< | | EXC 二 th(y)) 一 去 (zy8(2)) a, 
0 a 
区 Y 
又 由 于 到 的 一 致 连续 性 , 故 
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1 
Ag 十 hh)(r)— Ag(x)C— | F(z,y,g (9h ydy 


委 SNPp 人 teen 十 A(y)) 一 RGzyyyS(Cy)) 
weE [0,1] 0 


级 
二 (zy a) )dy| 


= ohl). 
从 而 


t © 


例 2.6 微分 算 子 4 : C'([0,1])->C(L0,1J) ,其 中 
Aflx) = f' (7) 十 Lf) J. 
试 求 Af (zx) 的 导数 . 
计算 后 得 
DA(g)(h)(x) = h'(r) + 2g (7)h(z). 

例 2.7 设 0QCR 为 有 界 开 子 集 ,u : 0XR' 一 R 为 n 十 k 个 变 
元 的 Borel 可 测 函 数 . 若 对 每 个 上 EQ, 国 数 x 一 u(t,x)EC!', 且 在 
在 a€E 72(Q) 与 常数 6 二 0, 使 
uslt,y) | at)| + oiy|l, VyE€ER. 


又 车 | lute,0)1dt 一 十 co, 则 函数 
U(z) = | ued)d : 1200 X R')—>R 
是 F- 可 导 的 . 
宴 实 上 ,对 每 个 固定 的 1:€0, 对 于 vEL:(0) ,我 们 有 
g (0) = ux) + 060))) = plzl) + 002))v0), 
故 
lg (D1 = | ut zl) 十 so 人 0) 


Iv) lat) | 十 ozG) 十 suC)| 
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委 |v()1leG)| ter | 十 ju)，sE [0,1]. 
8 (Lt) 为 1 的 可 积 函 数 .于 是 


luC ,v(t))|= [ue,0) 十 | Eult,sv(t) ds 
0 0 


< lalt,0)| 十 |gC)|， 
从 而 有 


IU Cw) | | [ult,0) |dz +| de. 
n nn 
这 表明 UU 有 意义 . 另 一 方面 ， 
J 三 FUCz 二 su) 


一 ee T(t) + sv tdi 
0 


3 


s=0 


由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,上 式 中 积分 与 求 导 可 交换 次 序 , 因 而 
/= | Fults z(t) 十 ww))| dz 


= Jsz) 十 wd0)| dz, 
s=0 
其 中 
wr vd = (u, °° XT,V), 


4) 为 2CQXR') 中 的 内 积 . 由 于 wy。xE I2CQX R'), 故 

dU (zx,v) = (uo rx,v). 
由 此 ,再 据 必 。z 在 12C0XR') 中 的 连续 性 , 便 不 难 推出 U 是 
可 导 的 . 

还 有 很 多 应 用 的 例 , 我 们 不 一 一 列举 了 . 读者 可 见 参考 书目 
[4j],[56.1, [59] 等 . 

在 现代 数学 ,物理 学 以 及 许多 应 用 科学 中 ,我 们 还 会 遇 到 严格 
可 导 、Gibbs 可 导 、p 型 可 导 等 概念 ,这 诸多 导数 概念 各 有 各 自 的 背 
景 .意义 和 应 用 ， 虽然 这 些 内 容 已 经 超出 本 书 的 范围 ,但 强调 一 下 
引进 这 些 导数 的 思路 是 有 益 的 . 这 里 仅 举 一 例 . 

设 X 为 实数 直线 革 二 RR, 对 于 z 一 (zyzori we)E R,x;E 
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{0,1),j 宕 mm€E2. 令 BB; ={yEX: y= (Tm Tt Ys Ystl? 

2) ,yrE {0,1},y; 天 0)} 为 工 的 s 邻 域 ,sEM= {m 十 1,m 十 2，* …}). 
记 GE= 18: : xzER,sE€M). 不 难 验证 ,2 构成 一 个 邻 域 滤 系 基 ， 实 
数 直线 具有 这 样 的 终 拓 扑 成 为 一 个 拓扑 空间 ， 它 与 通常 e-6 邻 域 
拓扑 完全 不 同 . 近年 来 ， 自然 科学 和 工程 技术 的 许多 领域 中 的 研究 
课题 都 与 这 种 拓扑 有 密切 关系 . 然而 ,经 典 导数 对 上 定义 的 沼 
数 已 经 不 能 使 用 . 由 于 电子 技术 与 大 规模 集成 电路 的 快速 发 展 ,使 
新 掘 起 的 在 局 部 域 与 局 部 紧 群 上 的 调和 分 析 领 域 迅速 展开 了 对 在 
上 述 拓扑 所 定义 的 函数 的 Gibbs 导数 的 研究 ,而 且 取 得 了 很 多 成 
果 . 定义 Gibbs 导数 的 思路 是 : 由 于 实数 直线 (一 ce, 十 cc) 上 的 
Newton 导数 满足 方程 

(em) = iy(e™), 

其 中 {er>) 是 实数 直线 (一 ce co ,十 co) 在 通常 拓扑 下 的 特征 群 , 因 而 
定义 如 上 的 Gibbs 导数 时 , 先 求 出 2 的 特征 群 信 ,而 后 寻找 满足 
DYX,7x)) = yX,(7) 

的 运算 Do ,把 D f(x) 定义 为 1: 8 一 C 的 Gibbs 导数 . 由 此 例 

可 知 , 定 义 导 数 的 思想 是 多 方面 的 ,要 视 具体 问 题 而 定 . 


$ 3 连续 线性 映射 空间 中 的 导数 


本 节 主 要 讨论 两 个 连续 线性 映射 的 复合 映射 的 导数 ,以 及 一 
个 可 道 的 连续 线性 映射 的 导数 . 作为 上 节 求 导 法 则 的 应 用 ,我 们 
有 : 

定理 3.1 设 X,Y,Z 为 三 个 Banach 空间 ， 则 乘积 空间 
SG4(X7Y)X52(Y35Z) 到 到 (X Z) 中 的 映射 (ww,v) 一 vu 是 可 导 
的 ,并 且 在 (uo,vo) 的 导数 是 映射 (5,2) —> os。3 十 上 。to。 

进而 ,有 如 下 定理 : 

定理 3.2 设 X,Y 为 Banach 空间 ,如 果 至 少 存在 一 个 连续 
线性 映射 zytocES2(XIY) ,使 得 ur!' EL(Y;X), 则 < (XIY) 中 

14 


| 


的 集 
= {un € YXIY) :2 为 X 到 Y 的 线性 同 胚 ) 
是 绎 (XI7) 中 的 开 集 . 令 
22 = {uu € HE}. 
于 是 ,22 到 儿 一 的 映射 p: w 一 7 ' 是 连续 可 导 的 , 且 它 在 ww 的 
导数 是 性 (化 (X;Y); 引 (Y;X)) 中 的 元 
5 一 一 2。5S。zZT 1 

证 先 证 明 妈 为 和 (Xi7Y) 中 的 开 集 . 为 此 只 需 证 明 对 于 任 
意 的 xcE.22 ,存在 0, 使 得 

Bluosr) = {fu €E LKRIY): uuu) < CC22 
由 

& 一 2 一 2 十 2 一 2 十 2 ~— wu))) 


据 wz' 的 存在 性 及 定理 1.8, 当 | 一 uo < 下 二 一 > 时 ,元 7 


十 zz 一 oo) 的 道 元 存在 ,从 而 zx 一 存在 ,得 到 BCwo,r)C&. 
从 定理 1.8 可 推出 ,p:x 一 z 达 :是 绽 到 52 的 同 胚 喘 射 . 
最 后 ,证 9: 2 一 多 -在 xE 上 的 可 导 性 ,并 求 出 它 的 导 
数 . 事实 上 , 当 不 等 式 上 us | <1 成 立时 ,有 
pluo 十 S) ~— pluo) 一 (xuo ts) Tl! 
= (T+uls) uw — ul! = [Ow!ls) Tu’ 


=— us ut (urls)iu! 一 (uois)us! + 
= 一 ur'*s*us! 十 0(s)， 

其 中 ols) 满 足 
bo) | = | Cris) 一 Cus's)ur! + ee 


Duos 二 wa'| 掉 si 
Cl 2 sl es 
一 1 13 2 ] 
过 | zx | 1 s | Ee asl Ts 下 
于 是 ,只 要 取 
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r 二 min 


] [3 
21 ar ll 2a 有 人 
并 取 上 :中 志 7, 便 得 上 0o(s) 站 科 ce 1 ;中 ,定理 得 证 . 

借助 于 定理 3. 2, 微 积分 学 中 的 一 些 基 本 结果 可 用 现在 关于 

当 把 关 取 为 RR 或 C 而 Y 取 为 一 般 Banach 空间 时 ,XX 到 Y 了 的 

连续 线性 映射 空间 绎 (X;Y) 成 为 乡 (R;Y) 或 给 (C;Y). 由 附录 定 
理 3.9 知 ,例如 对 于 有 R, 丝 (R;Y) 可 视 为 Y 自身 , 亦 即 Y 中 任 一 元 
bEY 可 视 为 R 到 YY 的 连续 线性 映射 w : ->b&, 从 而 若是 R 中 
开 集 4 到 YY 的 连续 映射 , 且 在 A 上 可 导 , 则 它 在 点 €€ h 的 导数 
可 视 为 Y 中 的 一 个 元 : (6)wrbEY. 因 此, 当 Y= 二 R 时 ,由 X=R， 
. ACX, 则 (6) 成 为 R 中 的 一 个 数 . 这样, 就 回 到 经 典 微 积分 的 情 
形 , 而 定理 3. 2 便 成 为 一 个 公式 : 当 f 关 0 时 ,7!==1/€ 的 导数 等 于 
= 

当 XX 二 R 而 Y 为 实 Banach 空间 时 ,导数 的 定义 是 


]; f(€) 一 大 (6 ) 

a 

~ 一 上 

有 此 时 商人 和 二 / (se) 属于 了. 所 以 还 可 以 定义 一 点 的 左 导数 与 


右 导 数 等 ,而 且 前 面 关于 导数 的 法 则 也 都 可 写 为 经 典 的 形式 

据 此 思路 ,可 以 从 复合 映射 及 逆 映 射 求 导 法 则 得 到 经 典 微 积 
分 中 的 相应 结果 . 例如 

定理 3.3 设 X,y 为 两 个 实 Banach 空间 , 若 'f: 4->Y 为 XX 
的 开 子 集 4 上 的 可 导 映 射 ,而 g : G->4 为 R 中 的 开 子 集 G 到 有 44 
的 可 导 映 射 , 则 G 到 YY 的 复合 映射 hi 二/。g 在 $€G 的 导数 是 Y 
中 的 元 , 它 等 于 f(g (6))。g'($), 而 g'(&) 是 X 中 的 元 ,并 且 有 
f' (gE EL(XRIY). 

现在 再 举 几 个 例子 . 

例 3.1 设 fCzx)= 二 xi ,xEX, 久 为 Hilbert 空间 , 试 求 其 
导数 . 
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设 (z,y) 为 Hilbert 空间 的 内 积 , 由 于 /: X-~R+ ,对 于 任 一 国 
定 的 zxEX, 取 sEX, 由 范 数 的 连续 性 ,我 们 有 
(rr 十 5S) 一 xz) = (rs oo (rr 
ml 2《T,5) 十 《5,5》 
Vr) + Vz) 


~ 《XxX,5) 
NA 
W( 工 十 5 十 3》 一 V(xyzry》 二 sl ). 
V (XT) 
从 而 


例 3.2 设 


L! {x = 《6 ) zj = > | | 过 十 oo0 ,6&6, E R). 


试 证 范 数 x 一 上 xz | 在 任何 点 z 都 不 可 导 . 

本 例 的 证 明 比 较 复杂 ,我 们 只 叙述 大 体 的 步 又 . 设 g(x) = 
| z i. | 

首先 证 明 , 对 每 个 w€ 弘 (1';R) ,存在 有 界 序列 

n= (NW) NER, 
使 得 
u(x) = DER ull 一 sup| 允 | 

其 次 证 明 , 如 果 存 在 w€E 绢 (4';R) ,使 得 gq'=4, 分 三 种 情况 导 

(1) 车 对 每 个 n 宇 1, 有 名 过 0; 

(2) 者 对 每 个 宇 1,， 有 名 之 0; 

(3) 名 不定 号 . 
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从 而 得 出 8 不 可 导 的 结论 

例 3.3 映射 zG) 一 | |z()1dt 也 是 不 可 导 的 例子 ,这 里 x 
ECL0,1]. 

例 3.4 设 久 =Y= 良 ,AEC'(R",R"), 则 映射 f: R" 一 R" 是 
F- 可 导 的 , 它 的 FF- 导数 就 是 它 的 Jacobi 和 矩阵， 


f(x) = [到 


诸如 下 -导数 .G- 导 数 , 还 有 G- 弱 导数 . 泛 函 数 的 梯度 、 拟 导数 
等 等 ,都 有 广泛 的 应 用 ,我 们 不 再 一 一 列举 . 


8$ 4” 中 值 定理 及 其 应 用 


经 典 分 析 中 ,中 值 定理 是 用 等 式 形式 
6) — fla)= f'(c) 0 — a) 
给 出 的 ,这 里 假设 f 在 [a,5]J 上 连续 ,在 (a,5) 中 处 处 可 导 . 其 几何 
意义 也 是 众所周知 的 .然而 ,等 式 形式 的 中 值 定理 有 其 局 限 性 ,一 
则 它 的 假设 条 件 较 强 , 二 则 .比较 难于 推广 到 一 般 向 量 值 清 数 的 情 
形 .因此 ,要 得 到 Banach 空间 的 中 值 定理 ,就 要 寻找 另外 的 形式 ， 
若 记 sup |f (z)1=M,， 并 设 M 为 有 限 数 , 则 由 上 述 等 式 可 
得 不 等 式 | 
IO) — fa) | MG — a). 
把 绝对 值 理解 为 空间 的 范 数 ， 上 面 的 不 等 式 就 有 可 能 推广 成 
Banach 空 间 的 中 值 定 理 . 
首先 , 设 六 = 有 R,Y 为 Banach 空间 ,我们 证 明 
定理 4.1 设 / :1 三 [a,B8j->Y 为 R 中 的 闭 区 间 7 夺 [a,8j. 到 
Banach 空间 Y 的 连续 映射 ,p :. 7-» 民 为 单调 递增 的 连续 映射 . 知 
存在 7 的 子 集 DD, 它 至 多 是 可 数 的 ,使 对 每 个 SEIND,f 与 9 在 & 
都 有 导数 , 且 中 (6) 有声 1g' (6)|, 则 
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| fC8) — fl) < p68) — po). (4. 1) 
证 令 n 一 p,; 为 N 到 DD 上 的 满 射 ,并 令 4 为 集合 
(fel: 对 a<5<4 有 Nf fd Sp) = ¥0) 


十 el 一 0) 十 es 对 2 成立 
pt 


由 ccE4 知 4 天 好 . 若 sE4, 则 所 有 满足 vc<7<e 的 7 必 有 7E 4. 
设 7 = sup4, 由 j 了 与 8 的 连续 性 ,对 了 有 下 式 成 立 : 
1 Fo -Fo SP) — p+ ey 一 ao 十 E 227. 


(4. 2) 
因此 YEA. 从 而 A= [a,7j. 我 们 只 需 证 明 7Y=pB, 便 可 由 上 面 关 于 
上 ACB) 一 f(a) 站 的 不 等 式 (4. 2) 及 e 的 任意 性 得 到 和 欲 证 的 不 等 式 
(4. 1). 
用 反 证 法 ,假设 Y=<B. 分 两 种 情况 讨论 : 
情况 一 YD. 由 于 ff 与 g 在 7 可 导 , 存 在 6 汪 0, 使 得 在 
(y 一 6,7 十 6) 中 有 
f+s) 一 7) — f(s)) elsl. 
取 f?,? 十 站 C(7 一 ,7 十 5) ,4 之 0, 则 对 一 切 5ELY,Y 十 4j, 有 
fo fo FO YN el — 7)/2. 
同 理 ， 
[gC 一 TY) — 9 VE — YY) | Ee ~— Y)/2. 
故 利 用 f 的 可 导 性 及 假设 条 件 , 得 
if 一 AGO) 和 17 一 Fo AVE Yl 
十 A Yl 
et oy)/2+ | 9 (7 (一 了 ) 
< — p(y) + el 一 了 ). 
从 而 ， 
| Fo 一 Al SAO 一 AGO) 十 17 — fo0) 1 
HL) 一 YY) 十 ss 一 7) 十 27Y) 
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— pa) 十 se 一 oa) 十 es > 2 


p<Y 


AE) — oa) t+ et —a) te 2", 


pb 
(4. 3) 
这 与 ? 的 定义 相 矛 盾 . 
情况 二 ，?7EDD. 令 ?= 由 sg 的 连续 性 ,存在 LY,Y 十 4j]CC 
了 使 得 对 每 一 个 EELY,Y 十 J, 有 


| HG) 一 f(Y) | < 2 |p(0) 一 gCY)| 二 2 


于 是 ,仍然 利用 f 的 连续 性 及 类 似 情 况 一 的 推理 ,我 们 得 到 
| 7 一 AGOo1l 委 AGO 一 AD 十 下 Fo 一 Ge) | 
ES 十 wy) 一 Je) 十 e(7 一 ao) 十 e >)27 


p<Y 
< GL) — gly) 十 2 这 2" 十 9(Y) 一 wo) 


+ el(y—a) 十 e D2™" 


p<Y 


= p94) 一 Je) 十 e2 "十 e>72 一 十 se 一 o) 


oY 


SI — pa) te 22" + et om a), 


p< 

也 得 到 了 与 ? 的 定义 相 了 矛盾 . 

在 情况 一 与 二 两 种 情形 下 都 得 到 牙 盾 ,因此 ,y=B, 定 理 得 
证 . 

注意 : 本 定理 的 条 件 即 使 改 为 上 了 (§) ‖=26) ,定理 的 结论 
仍然 是 不 等 式 形式 . 

当 我 们 取 w6 一 MG 一 ac)， MO0 时 , 便 得 到 如 下 形式 的 中 值 
定理 . 

定理 4.2 设 了 f 除 满足 定理 4.1 的 条 件 外 ,还 满足 上 fC&) | 
入 M, 则 有 
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上 778) 一 oil MB oo). 

为 给 出 Banach 空间 X 到 Y 的 映射 的 一 般 形 式 的 中 值 定理 ， 
我 们 定义 Banach 空间 中 的 “线段  “. 

定义 4.1 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,a,6EX, 称 X 中 的 集 

S»= {rEX:zr=a+é(6—a),0KER1) 

为 连结 a,b 的 线段 . 

定理 4.3 设 X,Y 为 Banach 空间 ,S$ 三 S, ,n+ 为 连结 X 的 两 
点 zo 与 ze 十 上 的 线段 ,了 为 S 的 某 个 开 邻 域 U 到 YY 的 连续 映射 . 
车 /在 S 的 每 一 点 都 可 导 , 则 

frot+t) om fzr)) eli sup |7 (zo 十 &z) |. 

证 考虑 映射 g : [0,1]->Y ,满足 g(€)==f(zo 十 纵 ). 据 定理 
3. 3, 定 理 2.4 与 $2 的 例 2.2, 知 g 在 [0,1i 中 处 处 可 导 , 且 8 46) 
二 f'(xo 十 6)。t. 于 是 由 定理 4. 2 与 附录 定理 3.7 便 得 欲 证 的 不 
等 式 . 
由 中 值 定 理 可 以 得 到 许多 有 用 的 结果 . 作为 应 用 ,我 们 有 

定理 4.4 设 X,7 为 Banach 空间 ,4 为 X 的 连通 开 子 集 . 若 
f :AY 在 4 的 每 一 点 的 导数 都 存在 并 等 于 0, 则 f 是 一 个 常 
数 ， 

这 个 定理 可 由 A 的 连通 性 与 开 集 的 性 质 以 及 定理 4. 3 直接 


定理 4.5 设 义 ,Y 为 Banach 空间 ,4 为 连接 X 中 任意 两 点 
a,b 的 线段 5S 的 开 邻 域 .车 了: 4-> 了 7 为 可 导 映 射 , 则 对 每 个 zx。€ 
4 有 

Tf 一 Ara) 一 xzoG 一 2a) | 
8 一 alll sup | (zx) 一 f' (zo). 

证 明 时 ,只 要 把 定理 4.3 应 用 到 映射 < 一 f(x) 一 (xo)。z 
上 ,不 难看 出 , 它 的 导数 为 :> (f(z) 一 六 (xo))，t. 请 读者 自行 证 
明 . 
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在 以 后 几 节 中 ,我 们 还 会 遇 到 中 值 定理 的 应 用 . 


§ 5 . 偏 导数 ,高 阶 导 数 


Banach 空间 X 中 的 开 集 4CX 到 YY 的 连续 映射 / : A 一 Y 
的 导数 是 X 到 Y 的 连续 线性 映射 , 偏 导数 与 高 阶 导 数 应 当 是 什么 
呢 ? 现在 讨论 这 个 问题 . 我 们 仍 约定 ,以 下 所 讨论 的 导数 均 指 F- 导 
数 . 
定义 5.1 设 XX,, 匀 ,了 为 Banach 空间 ,4 为 XXXs 中 的 开 
集 ， 《a1,42) € 4, 我 们 称 映 射 f: 4 一 了 在 (al,as) 关 于 第 一 个 (或 
第 二 个 ) 变 元 ai (或 变 元 az) 是 可 导 的 ,; 若 偏 映射 Z1 3: f(x,a2) 
(或 zi: 一 f(al,x2)) 在 ai( 或 在 as) 可 导 . 亦 即 ,存在 线性 映射 
uu : Xi 一 Y( 或 ww : 久 ,->7) ,使 得 
jim /ra) — fla,a) — ur a) 


0 
Tal | Z1. 一 QI | 
或 im 2x2) 一 Celas) 一 v(xs 一 aa) ‖ _ 0] , 并且 称 线 
ee | zs 一 az | 


性 映射 u( 或 v) 为 /关于 zi( 或 xz) 的 偏 导 数 , 记 为 4/(al,as) (或 
of (ai,a2)). 读者 已 清楚 知道 ,这 里 u( 或 v) 与 az( 或 ai) 有关. 

与 $ 2 中 的 定理 2. 2 类 似 , 可 以 证 明 , 若 了 在 (aaz) 关 于 第 一 
个 变 元 x 可 导 ( 或 关于 第 二 个 变 元 z: 可 导 ), 则 

af (ai,as) E YY(XI;Y) (或 f(ai,sas) 所 YX,;Y)). 

术语 “连续 可 导 ” 是 指 映射 上: A 一 Y 可 导 , 而 且 为 4 中 的 
连续 映射 . 

定理 5.1 设 X,Xs,Y 与 4 如 上 . 若 f: ACX,XXs>Y 为 
连续 映射 . 则 f 在 4 中 为 连续 可 导 映 射 , 当 且 仅 当 了 关于 第 一 个 
与 第 二 个 变 元 都 可 导 , 且 ay 与 &f 在 A 中 连续 .此 时 ,还 有 下 面 
的 公式 成 立 : 

Df xi, ze) tt) = Af Ty Ta) ti Wf, rT2) bo. 

(5.1) 
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证 任 取 (ai,a;)€ 4, 我 们 证 明 : 
必要 性 ， 当 了 在 4 中 连续 可 导 时 ,映射 g :zi 一 Crziyaz) 为 
hi: Ti->(ziyaz) 与 乒 : (ziyaz) 一 zyaz) 复 合 而 成 : 
g(zl) 一 f°。h(r). 
因为 h 是 XX 到 XXX, 的 连续 线性 映射 , 记 
| hx) = (hx) h(x)), 
其 中 及 (zx) 二 zi1yhs(z1) 二 as;, 故 有 
h' (zx) = hz) ,hr)) = (zi,0). 
男 一 方面 ,ff : (zi,Qs) 一 f(xi,as) 在 (ai,as) 可 导 , 其 导数 就 是 
Df(al,as). 若 令 
ti (ti0), i € LXI;X!I X X,), 
则 
g' (a) = 9f(ai,yas) 一 Daas)。i， 
这 个 映射 存在 并 且 连 续 , 即 9/€ 经 (X,;Y). 
同 理 , &%f (ai,as) 二 Df(al,as)。is, 其 中 
it 一 (05b2), is E LKR HK) X XX,), af, € LX, ;IY). 
改写 (t1 ,ts)EXIXX, 为: 
(£1,£2) = (£1,0) + (0,t2) = (0) io (to)) 
从 而 
Df (ziyxa) * C1,ts) = Df x1, za) (i (0) + i2 (ts)) 
= Df(zi,x2) oli) + Dfr, ra) ° islts) 
= Of (zsra) ti fr, x)» t,. 
故 (5. 1) 式 成 立 . 
充分 性 .只 需 证 明 ,对 于 任 给 的 e>0, 存 在 ->>0, 使 得 当 
上 (21,t2) 1 委 时 有 
J ‖ ja 十 和 as ttt) — fas,as) 
一 [9 /flayas) 二 十 38Gaas) ,tl 
= o((t ,ts)), 
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并 且 症 os 下 委 el) 中 .我 们 把 J 改写 后 估计 如 下 : 
J fardtiiyatt) 一 Fa 十 二 az) ~ flarsas) » tz | 
二 flattiyas) 一 aaz) — df(ai,as) :il 
三 十 ./，. 
由 定理 的 假设 条 件 可 得 第 二 项 的 估计 
J, el (tt) |. 
对 于 J, 由 中 值 定理 与 &f 的 线性 ,得 
Ji 委 Je 十 ya +i) ~— fat ti,as) 
一 3j(ei 十 和 ar)。 妇 | 
十 aflatti,as) ts — flar,as) zo 
till sup , | aa 十 和 ai tz) 


u 
1z1 se 
— @f(ai 十 和 az) | 
十 | 外 aa 十 三 ,az)。 姑 一 Qf larsas) * to 


过 | i2 | SUP | aa， 十 zt19CQ1 十 >) 


| 


of (a 十 ti,42) | 
十 | df (a 十 如 az) 一 df al,as) | | ? 


再 由 3j 的 连续 性 便 可 完成 定理 的 证 明 . 

显然 ,可 将 偏 导数 的 定义 与 定理 5. 1 直接 推广 到 个 Banach 
空间 的 积 空间 上 去 ， 

现在 我 们 讨论 高 阶 导 数 . 此 时 它 不 仅 是 线性 映射 而 是 多 重 线 
性 映射 . . 

定义 5.2 设 X,Y 为 Banach 空间 ,ACX 为 开 集 . f : 4 一 了 
为 连续 可 导 上 映射 .车 户 作 为 到 多 (XI7) 的 映射 在 zoE4 可 导 ， 
则 称 在 zo 为 二 次 可 导 , 其 二 阶 导 数 记 为 (zo) 或 Df (zo). 若 f 
在 4 的 每 一 点 都 是 二 次 可 导 , 则 称 f 在 A 上 二 次 可 导 . 

由 定义 及 8$2 知 .Pm(zoEce(X22(XIY7)). 又 据 附 录 定 理 
3. 10, 我 们 知道 线性 空间 纤 (X; 玫 (XIY)) 与 绎 (XXXY) 是 等 距 
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同 构 的 . 因此 f 的 二 阶 导数 自然 是 XX 到 YY 的 连续 二 重 线性 映 
射 . 归纳 地 , 任 一 个 连续 映射 /: 4 一 了 , 若 它 在 zoEA4 的 nn 阶 导 数 
存在 , 记 为 / (zo), 它 便 是 XXXX…XX 到 Y 的 连续 重 线性 
映射 ,也 就 是 
ff EE LKXKX xX XY). 
现在 我 们 介绍 高 阶 导数 如 下 的 几 个 重要 性 质 . 
定理 5.2 设 X,Y 为 Banach 空间 ,4CX 为 开 集 ,f/f : A 一 Y 
为 连续 映射 . 若 了 在 xo€ 4 为 二 次 可 导 , 则 对 于 任意 固定 元 i:€X， 
A 到 YY 的 映射 g : xX 一 Df(z) i 在 zo 的 导数 为 
g' (x0o) * s = Df (xo) » (5s,1). 
证 把 映射 g 视 为 如 下 两 个 映射 的 复合 便 可 得 所 需 的 结 
p:DAz) 一 DGz) :tt, yy:rx— Df(z), 
其 中 8 为 乡 (X;Y) 到 Y 的 映射 ,yy 为 六 到 给 (X;Y) 的 映射 ,而 g 
=9p° y. 
定理 5.3 若 f 在 xo€4 为 二 次 可 导 , 则 连续 二 重 线 性 映射 
f(zo) 对 称 . 亦 即 
D2 AKCz)，( = Df(r0) * (5s), st EX. 
证 只 要 证 明 对 任 给 的 e 汪 0, 及 任意 的 (s,t) EXXX, 有 
IDfCro) » Gt) — Df Cr): Gs) Nellsl Hill, C5.2) 
再 由 的 任意 性 便 得 到 所 需 的 等 式 . 
考虑 辅助 映射 g : [0,1] 一 Y 
gE) 一 yzo 十 全 十 站 一 rzo 十 全 )， 
其 中 上 与 满足 上 1 委 r/2 1: 委 >/2, 这 里 我 们 选取 ,使 得 以 
zo 为 中 心 ,r 为 半径 的 球 含 在 4 中 (请 读者 思考 ,如 何 想到 这 个 辅 
助 函数 的 ) 由 于 
gl(E) 一 (PCzo 十 各 十 站 一 (ro 十 终 ))，s 
一 [Pro 十 各 十 划一 六 (xzo) 一 (xzo) (bs +0)j:s 
一 LPGzo 十 名 ) 一 站 (rzo) — fro) * (€5)) ss 
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二 [fF*(zxo) * (bs +t) ~ f(ro) » (£5)] *s, 
故 
gE€)— (f(xo) et) os 
一 [LP(zo 十 名 十 划一 户 (zo) — f(xo)* (bs +0)) es 
= (x (Cs 
据 假设 了 二 次 可 导 , 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 r' 亿 7, 使 当 
bs <r/2, jill <r /2 
时 有 
gC — fzo) ot) os 20s hs) + Hal). 
再 由 中 值 定理 并 反复 应 用 上 述 估 计 , 得 到 
| g01)— gC0) — (f(xo) et) es 
ged)—g(0)— eC0)| + |e CO) — Cf (ro) tyes] 
< sup le — e+ lle) — Fr) es 


< 6s cls + Had). 
类 似 地 ,考虑 吾 (€) = 二 f(xo 十 丝 十 s) 一 f(xzo 十 红 ) ,得 到 
| #0)—8C0)— f(xo) os) ot) 6ellsl cls + zl ). 
由 
g(1) + 8(1), g(0) = #(0) 
得 到 , 当 | sj 达 r/2, 上 zl 和 7 /2 时 有 
上 (CCzo ot) os — fro) oss) ot) 6edlsh + ll ):. 
最 后 用 大 与 双人 代替 * 与 二 用 赋 范 线性 空间 中 规范 方法 , 便 得 到 对 
所 有 的 siEX, 都 有 
| ze 。(ts) 一 PCzo C5,0) | 24elsh lzll. 
定理 得 证 . 
在 X= 到 ,中 ,此 定理 是 什么 形式 ? 请 读者 自己 考虑 . 
一 般 地 ,我 们 有 
定理 5.4 者/: A 一 Y 了 在 4A 中 pp 次 可 导 , 则 p 重 线性 映射 
D*f(x) 对 每 一 个 xz€E Ah 都 是 对 称 的 . 
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也 有 如 下 (关于 本 章 习 题 6) 的 推广 : 
定理 5.5 设 f==(f1,…,f) 为 由 Banach 空间 和 的 开 子 集 
4 到 Banach 空间 站,…,Y 的 积 空 间 YX… XY 的 连续 映射 ， 
则 了 在 4 中 pp 次 可 导 , 当 且 仅 当 每 个 fj 志 m) 在 A 中 pp 次 可 
导 , 并 且 下 式 成 立 
D’*f = (D*fi,% ,Df,). 


86 积 分 


这 里 讨论 的 积分 只 是 下 面 的 一 种 特殊 情形 , 即 映 射 了 的 定义 
域 是 R 中 的 区 间 [a,p8j, 而 值 域 在 一 个 Banach 空间 Y 中 . 本 节 中 
各 无 特殊 说 明 , 总 假设 Y 为 Banach 空间 ,f 为 [a,8]CR 到 Y 的 映 
射 ,并 记 T=[a,8]. 

定义 6.1 我 们 称 T=[La,8j 到 YY 的 映射 gq 为 阶梯 映射 , 若 存 
在 了 上 中 的 有 限 多 个 点 ==xzo 过 xi 过 … 达 <x, 二 B, 使 gp 在 每 个 开 区 间 
(zjyXj41) (二 0,1,…,n 一 1) 取 常 值 w(wEY)， 

定义 6.2 对 于 7 了 7 到 了 的 任 一 映射 了 ,车 对 任 一 点 xE€7, 极 限 

ay : 
存在 , 则 称 f 在 x 有 右 极 限 ( 这 里 的 极限 ,读者 明白 ,是 在 Y 的 范 
数 意义 下 取 的 )， 并 记 为 /(z 十 ). 类似 地 ,可 定义 左 极限 
lim AD) = /f(z—). 
左 . 右 极限 统称 单 边 极限 . 我 们 称 了 到 了 的 映射 了 为 规则 映射 ,车 
/在 了 的 每 一 点 都 有 单 边 极限 . 

由 定义 知 阶梯 映射 必 为 规则 映射 ;反之 未 必 成 立 . 但 我 们 有 

定理 6.1 设 /: TY 为 1 到 Y 上 的 映射 , 则 了 为 规则 映射 ， 
当 且 仅 当 存在 TT 上 的 阶梯 映射 列 ,在 TT 上 gg 一 致 收敛 于 芝 . 

”证 必要 性 .由 于 了 是 规则 的 ,对 每 个 zxE7 与 任意 正 整 数 
nEN, 存 在 开 区 间 
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V., 一 (a, ,Pp,), TEV., 

使 对 同属 于 (ec,,z) 站 7 或 (z,8.) 站 7 的 st 都 有 下 列 不 等 式 成 立 
IfO)— fFDN SI (Uv.ol. 
"El 
由 了 的 紧 性 ,存在 zi ,…… ,Zn 使 得 
a 

把 a,B,xj,a,B, 按 严格 递增 次 序 排列 (相同 的 给 以 同一 符号 ) ,并 
且 重 新 记 为 {c : k=.1 ,2,** ,}. 因为 每 个 Ck 必 属 于 某 个 V- 中 , 故 
对 每 个 &A 委 /一 1 而 言 ,Ch+1 或 与 Ck 同属 于 一 个 V- ,或 有 Cr+1=B,. 
于 是 当 5EE (coscti 时 , 必 有 stEVY-， 因 而 

| 7) ~— f00) 1) 委 1， 
现在 对 上 式 确定 的 ”定义 阶梯 映射 


cs) ， TC, 
i ) = 
,x {te ， CTZ< Ci， 


k=0,1,.…,L— 1. 
于 是 f(z) 一 g(xz) 1 声 1/n 对 xET 成立 . 这样, 我 们 构造 了 一 个 
阶梯 映射 列 {9.} ,使 得 


下 
-Eel n 


从 而 & 在 TT 上 一 致 收敛 于 /. 

充分 性 . 设 /为 1 上 的 阶梯 映射 列 {9,} 的 一 致 极限 . 任 给 二 
0, 存 在 与 了 无 关 的 no 之 0, 使 当 nn 之 no 时 ， 

1 一 多 < e/3. 
又 对 每 个 zE7, 由 9 为 阶梯 映射 ,存在 区 间 (a ,Bi),xE€ (Qi,B.)， 
使 对 所 有 ,同属 于 (cz) 站 7, 或 同属 于 (z,p8.) 门 7, 都 有 下 式 成 
YY 
gC) Oo— 0) 1) a ef3. 
故 当 s,t 同属 上 述 两 种 区 间 之 一 时 ,总 有 fC) 一 fQ) 上 二, 因此 
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单 边 极 限 
ee ea 

存在 ,定理 得 证 . 

显然 ,7 到 YY 上 的 连续 映射 是 规则 映射. 而 由 定理 6.1 可 推 
知 ,7 到 Y 上 的 单调 映射 也 是 规则 的 . 

引进 规则 映射 的 目的 之 一 ,是 要 考虑 积分 问题 . 为 此 ,我 们 先 
来 定义 积 

定义 6.3 设 三 :7-Y 为 丸 中 的 区 间 [Le,8Jj 王 7 到 Banach 空 
间 Y 的 映射 . 我 们 称 连续 映射 g : 7 一 了 为 了 在 了 中 的 原 映 射 , 如 
果 存 在 了 的 至 多 含 可 数 多 个 元 的 子 集 D ,使 对 每 个 E11 一 D,g 在 
处 可 导 , 并 且 gf (6 一) 成 立 ， 

注意 到 g'() EY(R;Y), 而 f(§)EY, 因 此 等 式 g'(&)=/(&) 
应 理解 为 两 个 等 距 同 构 空 间 乡 (R;Y) 与 Y 中 的 元 相等 . 也 就 是 
说 , 按 附 录 中 定理 3.9 的 作法 ,对 于 /(§)EY, 对 应 的 映射 为 
greey : tc) (1 ER). 于 是 PraEY(R;Y), 而 对 应 关系 96 
f() 是 红 (R;Y) 到 Y 的 等 距 , 这 里 we 就 是 现在 定义 中 的 g'(&) 
下 
定理 6.2 大 gi,gz 为 /在 7 中 的 两 个 原 映射 , 则 gi 一 g; 在 I 
中 的 为 常 映射 . 

定理 6.3 设 三 :7 一 Y 为 规则 映射 , 则 存在 了 7 到 Y 的 规则 映 
射 8, 使 得 gf (6)=76). 特别 地 ,I 到 YY 的 连续 映射 与 单调 映射 都 

证 首先 设 / :I>Y 为 阶梯 映射 ,例如 写 为 


n—] 
ACE) = DO NK) (€), MEY,EET, 
k=0 


其 中 X86) (6) 为 (5,6rl 的 特征 函数 . 不 难 证 明 


J—1 
g(é) A,CE 和 5 十 > CE WE é€)， é 所 [6 
k=0 


是 f 在 7 中 的 原 映射 . 
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对 于 一 般 情形 ,只 需 利 用 定理 6. 1, 给 出 阶梯 映射 列 {g,) ,使 得 
在 7 上 9 一 致 收敛 于 规则 映射 了 . 求 出 g, 的 原 映射 g,, 然 后 利用 
分 析 学 中 的 常用 技巧 ,不 难 证 明 原 映射 序列 g, 在 了 上 一 致 收敛 于 
一 个 规则 映射 8, 它 就 是 了 的 原 映射 . 

定义 6.4 设 f,g :7 一 7 为 规则 映射 . 若 g 为 /的 原 上 映射 ， 
对 于 了 中 任意 两 点 a,bE1T,a<6b, 我 们 称 差 g(6) 一 g(a) 为 1 在 a 
与 6 之 间 的 积分 , 记 为 


| feaé = g(6) — g(a). 


类 似 于 微 积分 学 的 积分 公式 ,我 们 有 

定理 6. 4( 换 元 公式 ) 设 2: 7 一 及 为 定义 在 7 上 的 某 一 个 规 
则 映射 的 原 映 射 ,f : J 一 Y 为 规则 映射 ,这 里 为 RR 中 的 区 间 , 且 
JD 了 98(7). 若 7 太 为 连续 映射 ,或 者 为 单调 函数 时 ,对 任意 ce,6E7， 
a 过 b, 有 


| rwcey) wede = [feat. 
证 明 由 复合 映射 求 导 法 则 与 积分 定义 可 得 . 
定理 6. 5( 分 部 积分 公式 ) 设 X,7 了 ,2Z 为 Banach 空间 .f/f :7 
一 2Z 为 规则 映射 的 原 映射 ,g : 7 一 Y 也 是 规则 映射 的 原 映射 . 若 记 
(zsy) 一 [zyy] 为 了 XY 到 2 的 连续 二 重 线性 映射 , 则 对 任意 两 点 
aoE7T,a<p ,有 


| [Fe) ,gr (€)Jdé 


= [fg]I 一 [Fe),g(a)] 一 [Lf 860d. 


证 明 也 只 需 验 证 [f,g Jj 与 [了 ,gj 为 规则 映射 ,再 利用 二 重 线 
性 映射 的 求 导 公 式 验证 它 符合 定义 6. 4 就 够 了 . 

定理 6. 6( 积 分 中 值 定 理 ) 设 :1>Y 为 规则 映射 , 则 对 任 
意 两 点 a,6E1,a 二 b, 有 

| | Aceod < | Ace dé < 6 — a) sup | fC) 
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证 ”只 需 证 明 
| ras|s 站 elas 
注意 到 ,由 /的 规则 性 可 得 目的 规则 性 . 又 若 令 g 满足 
8 6) 一 ACE) ,满足 如 (6) 一 | 7) ,我们 得 到 
le = fA = 8 
于 是 ,由 定理 4..1 可 得 
gC6) ~ gla) | SE) ~ kla), 


这 就 是 
feasts [GIES 

其 余 一 些 性 帮 , 例 如 ,积分 代入 线性 晓 射 .积分 与 极限 交换 次 
序 等 ,我 们 留 作 习题 .. 

记 &Y (4) 为 4 玛 的 所 有 轧 次 连续 可 导 映 射 的 集合 ,我 们 
有 Taylor 公式 ， 

定理 67 设 (a,B) 郑 谎 哩 的 开 区 间 ,fEBY (Ca,B)), 则 对 
(a,B) 中 任意 的 ,6,, 有 

ACE) 一 PS) 趟 ft) + SE C0) pucg) 


os ee 《 1) 
+ root 


6 ‘(pp) 
to 0 " C6)ds. 


证 利 有 时下 面 的 结果 
设 X,Y 为 Banach 空间 ， 

JE El (as8))，g EGGCCe;B))， 

知 (z,y) 一 [zy 为 和 XY 到 2 的 连续 二 重 线性 映射 , 则 
L/,D?g] ~— (~ 1)°[D*/f,g] 
= DC(/,D’'g] 一 [DA,D 和 2g] 十 … 
te a DD a 
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把 上 述 公式 应 用 到 映射 (hz) -好 与 56) 一 人 二 和 上 ,然后 
在 两 边 取 积 分 便 得 


$7 ” 隐 函 数 定理 , 反 函 数 定理 , 秩 定 理 


隐 范 数 定 理 、 反 函数 定理 和 秩 定 理 皆 属于 存在 性 定理 的 范畴 ， 
它们 在 许多 数学 分 支 中 有 很 广泛 的 应 用 . 

先 叙述 一 个 压缩 映射 的 定理 . 

定理 7.1 设 X,Y 为 Banach 空间 ,U 二 8(0,a) 与 V=B8(0,8) 
分 别 为 以 XY 与 Y 中 的 零 元 为 中 心 ,a,B 为 半径 的 开 球 ,v : UXV 
一 Y 为 连续 映射 , 若 v 满足 

(1) vlxr,y)—v(r,y2) Dk 上 yy 一 yz ,其 中 0k 二 1， 
TEU,y yyEV,; 

(2) || vz,0) | <B(—k), TEU, 

则 存在 唯一 的 连续 映射 / : U->V ,满足 
f(x) = v(x,f (7)). 

用 熟知 的 逐次 通 近 法 可 证 得 此 定理 : 取 yo 二 0,y, 二 V(X ,yn-1)， 
然后 证 明 {y,} 为 Gauchy 序列 (此 方法 在 大 学 数学 教程 中 已 遇 到 过 
多 次 ,这 里 就 不 次 述 了 ). 

定理 7.2( 隐 函数 定理 ) 设 X， 7， Z 为 Banach 空间 , ACXX 
Y 为 开 子 集 . 若 映 射 f: A 一 Z 满足 

(1) f 在 A 上 连续 可 导 ; 

(2) 对 (zxo,y0o) EA ,有 f(xo,y0)=0; 

(3) 多/ (zxo,yo) 为 Y 到 Z 的 线性 同 及 . 

则 存在 Xo 的 开 邻 域 U ,使 得 

(a) 对 的 每 个 连通 开 子 集 U,zoEU, 存 在 唯一 的 连续 喘 

射 u : U 一 Y ,满足 u(xo) 二 yo; 并 且 对 每 个 XEU ,有 
(XulX)) EA 与 f(x,u(7x))= 0. 
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(b) 上 述 x 在 尽 中 连续 可 导 , 并 有 下 式 成 立 
W(X) 一 一 (Gfxur))) To (df zr, u(x))). 
证 由 条 件 (3) 知 ， 
Wf (zo,y0) ET EE L(Y;Z), 
并 存在 To'E (2Z;Y7). 易 见 ,/(x,y)=0 有 等 价 形式 
y=y— (17 °f) (ry), 
从 而 只 要 对 后 者 证 明 就 够 了 . 
令 y 一 (To'° /) (x,y)=g (zr,y), 则 
ET,Y1) — g(T, Ys) 
= yy To flr,y) — f(r, ys)) 
= To {hf (zo,y) * Cy — y2) 
一 (f(x) — fx, ys)))}. 
由 中 值 定理 ,3%/(zo,yo) 的 连续 性 ,以 及 7T5! 的 连续 性 ,对 于 任 给 
的 e>0, 存 在 
Uo = Blzo,a), Vo, = B(y,,B), 
使 当 xEU,y,yz€EVo 时 ,有 
|gCz,y) 一 gz 和 Tr edly, — y,l 


<ly 一 四， 人 


这 里 取 委 二 田 一 方面 ,由 
Eg (X,Yyo0) To (Ty! “/) 《zyyo) 


三 | 
仁 


Bb 
2 
由 (7. 1) 和 (7. 2) 式 ,并 据 定 理 £3 1, 存 在 唯一 的 映射 u :Lo 一， 
使 对 每 个 xEU。 都 有 /(x,u(x))==0. 对 于 U 的 任 一 连通 开 子 集 
U ,xoEU, 易 证 (a) 的 结论 成 立 . 

对 于 (b) ,我 们 证 明 的 导数 为 


| glx,y) 一 2 去 (7. 2) 
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一 (azyaCz)))- 。(a xulr))). 
令 
SCz) 一 az 人 z))，T(z) = f(r u(r)), 
并 设 TE 绕 (Y;2) 为 同 凸 . 由 /的 连续 可 导 性 ,对 任 一 个 zEU, 且 
X 十 SEU, 记 
t= ur ts) — u(r). 
于 是 任 给 5>>0, 存 在 +r 之 0, 使 当 上 s 上 二 r 时 ,有 
flrt sulrts)) — /zr,ulz)) 
一 DCzuCz))。s — fru(r)) tt | 
入 5Clsl 二 Bz >. 
由 fxrd+syulr 二 s)) 二 f(x,ulx))= 二 0, 上 式 成 为 
Scr) s+ Tr) oil Sesh + lal). 
先 取 65>0, 使 8617-'(x) 二 1/2; 再 令 
aa 一 1 十 217-'(z)。SCz)| |， 
便 不 难 从 不 等 式 上 SCr)。s 十 T(z)。t 有 二 6C Hs 上 十 上 zl) 推 得 
| CT-iCz) oSCr)) s+ il oNT a) s+ let) 
(7. 3) 


上 ls 


(7. 4) 草 涵 上 有志 a 上 :中 .而 由 (7.3) 知 ,当下 s 上 7r 时 ,有 
lz 十 TICz)。SGCz) sl 
< 妇 SCa 十 1)117-z)1。 1s1l. 
注意 到 1 二 u(x 十 s) 一 u(x), 便 得 (b), 从 而 定理 得 证 . 
当 取 六 =K”",Y=Z 二 K” ,m,n 为 正 整 数 时 ,有 如 下 定理 : 
定理 7.3 设 / 为 UXVK 的 连续 可 导 函 数 ,1<i<n. 设 
(qrysanbis sb EUXVCK”XK", 


且 有 
fila 9 om ,01 2 = 0. 
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-Et edt) 1 n 
右 Jacobi 行列 式 Rh 在 (a Cn oO ,0 ) 不 为 0， 


则 算 在 (el ,a) 的 开 邻 域 WoCU, 使 对 (a ,…,a,) 的 竹 一 连通 
开 令 域 WCW,, 有 唯一 的 一 组 函数 g;(1 志 i<n) 在 W 中 连续 , 且 
BiCays sd ) -一 b.,， 1 一 7 

而 对 每 个 7 与 每 个 点 (zi ,zw)€EW, 下 式 成 立 : 
/;(z,) EC 一 0. 
此 外 ,g; 在 W 中 连续 可 导 , 且 


af, 二 af, 
V8i(X) 一 一 ay， [ yr 
7 -一 1],2,** ,NN. 
反 涌 数 定理 如 下 . 


定理 7.4( 反 函数 定理 ) 设 和 ,7 为 Banach 空间 ,V 为 xoEX 
的 开 邻 域 . 知 / : Y 一 Y 为 连续 可 导 映 射 , 且 f(zo) 为 外 到 Y 上 的 
线性 同 肛 , 则 存在 ze 的 一 个 开 邻 域 UCV ,使 得 fl, : U->W 为 同 
胚 映射 ,这 里 WCY 为 yo==f(zo) 的 开 邻 域 . 进而 ,车 在 U 内 是 
次 连续 可 导 的 , 则 /(U) 到 U 上 的 逆 映 射 g 在 /(U) 中 也 是 p 次 
连续 可 导 的 . 

证 令 h(r,y) 二 f(x) 一 y, 把 定理 7.2 应 用 到 有 上 去 ,并 注 
意 到 3a4(zoyyo) 一 .请 (zo), 便 得 到 道 映射 g 的 存在 性 .ge 的 pb 次 可 
导 人 性 可 类 伏地 得 到 (可 利用 本 章 习 题 30 的 结果 ). 

转 而 讨论 秩 定 理 . 先 给 出 秩 的 定义 . 

定义 7.1 设 X,7 为 有 限 维 Banach 空间 , 维 数 为 dimX 一 m”， 
dimY = m,A CX 为 开 子 集 . /: A 一 Y 为 连续 可 导 映 射 , 线 性 映 
射 六 (x) 在 xE€ 4 的 秩 是 指 ; 在 /'(x) 关 于 多 与 Y 的 两 个 基 的 矩 
阵 中 , 非 零 子 式 的 最 大 阶 数 . 亦 即 ,车 在 ./"(x) 关 于 久 与 Y 的 两 个 
基 的 矩阵 中 ,至 少 有 一 个 p 阶 子 式 关 0, 则 pp 称 为 了 (x) 在 x 的 秩 ， 
记 为 rank 六 (xz)， 
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由 于 上 述 子 式 都 是 x 的 连续 函数 , 故 若 f(xo) 的 秩 为 pp, 则 存 
在 zo 的 邻 域 上 ,使 当 xEU 时 ,f(zx) 的 秩 至 少 是 zp, 但 却 可 能 大 于 
bp. 秩 定理 讨论 (x) 的 秩 为 常数 时 映射 的 性 质 . 

定理 7. 5( 和 铁定 理 ) 设 X 为 n 维 Banach 空间 ,Y 为 m 维 Ba- 
nach 空间 ,ACX 为 aEX 的 一 个 开 邻 域 ,f : 4->Y 为 连续 可 导 映 
射 (或 C' 映射 ). 车 rank 广 (zx)1 二 为 常数 , 则 

(1) 存在 a 的 开 邻 域 UCA 太 

u:U—>I"= {x€ K": Ix,| l,l] 志 i7 人 nn),， 
使 为 U 到 K” 中 的 单位 方 体 T" 上 的 同 凸 , 且 w 与 7' 连 续 可 导 
(或 C" 可 导 ). 
(2) 存在 0= Fa) 的 开 邻 域 VYCY, 且 V 二 /GD) ,以 及 映射 
vi:I"= {(y€E K”:|y|<1,l<i<m)>V, 
使 v 为 I" 到 V 上 的 同 胚 , 且 w 与 v™' 连 续 可 导 ( 或 C* 可 导 ). 
(3) 上 述 uv 满足 =v。Jf。°。 ,其 中 fo: 了 ">7” 为 映射 
(Ti Ta) > (Ti Tp 0 ,0). 

秩 定理 的 证 明 具 有 较 高 的 技巧 ,是 一 种 构造 性 的 证 明 , 其 主要 
思想 是 利用 秩 p 为 常数 ,具体 构造 出 与 ,并 证 明 它们 同 胚 , 而 
且 还 要 证 明 4 个 映射 :uw,u-!,v,v-' 连 续 可 导 , 并 满足 

f=wv° fo*°u. 
我 们 这 里 仅 给 出 证 明 的 要 点 ,详细 证 明 见 参考 书目 [6]. 

证 为 简便 起 见 , 设 数 域 K 为 R, 且 4 二 XX,a 二 0. 证明 分 三 个 
步 又 . 

步 骂 一， 构造 :Uo 一 "二 17ER": 1x 二 1,1 声 ;过 n) ,使 它 
为 Us 到 产 上 的 同 胚 , 且 xx 连续 可 导 . 

由 rank 记 (xz)|14 二 pp, 令 

M= (rx EX: f/f(0):x= 0}, 
它 是 线性 映射 1 (0) 的 核 , 并 且 是 X 的 维 数 为 dmM 一 ?一 户 的 线 
性 子 空间 . 取 M 在 关中 的 直 交 补 入, 即 X=NBM. 分 别 取 NN 与 
M 的 基 为 (cl,…:cs) 与 (ct co), 则 X 的 基 可 取 为 (cm…co， 
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本 和 | i 


Cp 二 19 ,Cn ). 于 是 ,XEX 可 表示 为 


工 二 ACI 
这 里 多 是 唯一 确定 的 z 的 线性 映射 . 
取 R" 的 标准 基 €1»°°° "en; 对 上 面 的 XEX, 定 义 一 个 映射 
C : 工 一 y， CAC DL 


j=p+1 


于 是 ,对 于 X 中 的 点 Zz, 取 其 在 基 (e， ;C4) 之 下 的 坐标 (9 (x), 
… ,pn(《X)) 的 后 面 np 个 , 构 作 一 个 元 
>3 p(x)e,, 


j=p+1 
此 元 属于 R"-?. 这样,G : X 一 R"-' 是 一 个 线性 映射. 

另 一 方面 , 令 (0)(X) 二 PCY 为 六 在 映射 PC0) 之 下 的 像 ， 
它 是 了 的 一 个 p 维 子 空间 . 不 难看 出 ,六 (0) 0,…,f'(0) .cE 
Y 是 线性 无 关 的 . 取 Y 的 基 为 

(Cf (0) ce 站) so cprdprrs'" ,dn), 
故 yEY 可 表示 为 
流入 Sp 7 0) “+ 2 bd 


j= p+! 
令 H:y 一 yy)ej, 则 二 :RrCR" 为 线性 映射 . 作 
j=\ 
g:XT— g(r)= H(/(r)) + G(r), 
因为 H 是 连续 线性 映射 ,/ 连续 可 导 , 故 g 为 连续 、 线 性 与 可 导 
的 ,其 导数 为 
gzZ) s= HO(f (x): s) + G(s). 
把 g'(0)E(X;R) 用 XX 的 基 (c1,…,c,) 与 R" 的 基 (el,…， 
e,) 表 示 , 即 
g (0) :c=e;), j= 1,2,,n. 
从 而 
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gi(0) -er 2 gO0) ”cz 0 1 

由 此 断定 (& (0))-: 存 在 . 据 反 函 数 定理 7.4, 存 在 闫 的 零 元 2 的 
开 邻 域 Dr 与 Rr 的 零 元 0 的 开 邻 域 V。, 使 & + Uo 一 Vo 为 一 同上， 
且 g-' 在 Vo 中 连续 可 导 . 取 R" 中 的 球 8(0,7), 使 其 含 于 g 《Uo》 
中 . 又 令 

U = g-'(B(0,)) C Us. 
于 是 , 记 

us x Lglzy= LHCC)) + LG(z) 
rr rr rT 
至 之 十 之 2， (7.5) 
其 中 
= = LH(f()) E Re, zo = TO(7) E Br. 


这 就 完成 了 满足 (1) 的 函数 的 构造 . 

步骤 二 ， 构 造 w 类 似 于 步骤 一 的 方法 ,对 EX, 记 卫 一 
扬 C(x》《X) ,并 在 xEUV 中 作 映 射 : 

rz g(x) = H(f(z)) 十 CCz)， 
仍 以 M 记 线 性 映射 (xz) ( 蚤 ) 的 核 ,N 记 M 的 直 交 补 . 于 是 
记 (z)lw: N->P. 与 已 : P. 一 R' 为 线性 的 .一 对 一 的 满 射 . 令 
L.: R*— PP. 

为 五 的 逆 映 射 ,从 而 f(x)=L;。H。f (x). 

另 一 方面 , 按 步骤 一 的 方法 构造 x : VU 一, 它 是 U 到 7" 上 的 
同 胚 , 故 可 作 xz: : "~UCX, 并 得 到 一 个 映射 

fou li:I"—Y. 
视 记 为 =XT”?, 于 是 ， 
z= (zy22) —> fo uz) = fur (zi,22)) 
= f(z ,z2). (7. 6) 
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我 们 证 明 ys 是 与 之 2 无 关 的 ( 亦 即 证 明 下方 (ziyzz) 一 0) ,并 且 是 I? 
到 Y 的 连续 可 导 映 射 . 
事实 上 ,由 
f(x)= FI(ziyzs)) SE fi(z,z2) 
= /| LH) ,二 Gdz) 


推 得 
f(z) ot =a| H(z)) ,Gz)| “Hf Cz) tt) 
+ af | LTH) L6G)) ‘ LG), +tEX. 
于 是 
3/ EH (CD)),GCz) .GU) 
i ai LH ,Gdz)| 
dae 
注意 到 xf’ (x)，t=rL,。H°。 了 (zx)*t, 则 
af | THO) ,Gdz)| GO 
= S,.* H(f (xz) .上 )， 上 EAX， (7.7) 
其 中 
SS, 一 71 一 ai 他 LTH) TGC) 
为 R* 到 YY 的 线性 映射 (与 1 无关). 由 于 1EN 弟 涵 C(t)==0， 
(7.7) 式 给 出 
S.* HOf'(x) :1t)=0, tE€EN. (7. 8) 
但 是 ,t 一 HC (rz) 为 N 一 R? 的 一 一 满 射 , 故 (7.8) 式 纺 涵 
SS, 二 0,zEUo. 这样, 再 利用 (47.7?) 式 便 得 到 
of, EH ,Gx) “Gl) =0, 1tEX, (7.9) 
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即 得 C : X 一 及 “为 双方 单 值 双方 连续 的 . 由 (7. 9) 式 给 出 
af | EH TG) = 0，ze 
因为 映射 
zr Guoza = | FH)), HG) 


为 Uo 到 了 的 同 胚 , 于 是 在 7" 中 下 述 等 式 成 立 
吕方 (ziyzz) = 0. 
由 此 ,(7. 6) 式 中 的 映射 f(z1,zz) 二 fi1(z1) ,也 就 是 f1 : 7 一 
Y 连续 、 可 导 . 这 样 ,对 每 个 zEU, 有 


f(s) = 1 EHR)). 


yEf(U), 有 


y= 川 二 可)|， 


并 且 y 一 二 H(y) 有 连续 道 映射 , 故 它 是 /CU) 到 1,(CR') 的 同 
胚 ,而 zi~> 户 (z,) 为 闭 同 胚 . 
下 面 可 以 构造 v 了 .对 于 了 Y 的 基 
Cf (zx) ec sf Cx) cp rdpri,* rd) 
0 
其 中 (di,…,d,)€EP,(dpri ds) EQ,. 作 RR"? 到 Q, 上 的 一 对 
一 的 连续 线性 映射 工 ,满足 Te;)=4dj,j=p 十 1,…,m. 令 
viz U2) = v1) = fi(z1) 二 T(zs). (7.10) 
这 就 完成 了 wv 的 构造 . 
步骤 三 . 证 明 所 构造 的 v 满足 定理 的 要 求 .v 的 连续 、 可 导 性 
由 (7.10) 式 及 fi 和 全 的 连续 、 可 导 性 得 到 . 下面 证 明 w 是 双方 单 
值 的 . 
设 v(zi1,z3) 一 v(z yz ), 我 们 证 明 z 二 zi ,zs 二 zi, 由 放 与 
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是 可 逆 的 , 令 
y= vr) = fz) + T(z) EY=P, XQ.. 
取 y 的 前 p 个 坐标 ,得 到 
H(y) = H(f(z1)) = rz. 


v(Z1,23) = vz ,2 ) 


rz| = H(v(zl,23)) 一 如 (oz ,2 )) = rez!. 

从 而 zi = zx . 另 一 方面 ,由 vv(z,z;) 一 v(xzi yz ) 得 到 了 (zi) 一 
了 (zs), 而 了 的 单 值 性 便 给 出 zx = zs. 故 v 是 双方 单 值 的 ,(7. 2) 式 
得 证 . 

不 难 验证 v 满足 反 函 数 定理 7.4 的 条 件 , 因 此 (2) 得 证 . 

最 后 , 取 f。: "一 7” 为 映射 

(Ti TL,) > Ts TO, ,0), 

立即 得 到 f= 二 v。/。。 ,定理 得 证 . 

以 上 三 个 定理 都 很 重要 ,以 后 读者 会 看 到 它们 的 应 用 ,例如 在 
第 二 章 中 就 会 遇 到 |. 


3 8 Schauder 不 动 点 原理 


在 非 线性 分 析 理 论 中 ,不 动 点 原理 对 研究 存在 性 定理 等 问题 
是 十 分 重要 的 . 本 节 我 们 将 介绍 其 中 一 种 应 用 非常 广泛 的 不 动 点 
理论 Schauder 不 动 点 原理 ， 

我 们 首先 叙述 读者 在 点 集 拓 扑 教程 中 已 熟悉 的 Brouwer 不 
动 点 原理 ( 它 的 证 明 见 参考 书目 [1],[8],[16]). 

定理 8.1 设 B(0.1)={xER": zj 志 1} 为 Rr 中 的 闭 单 
位 球 . 若 此 球 上 的 映射 / : 万 (0,1) 一 互 (0,1) 为 连续 映射 , 则 存在 
ZoEB(0,1), 使 


(x0) = Zo. 
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满足 f(x)==z 的 元 x 称 为 / 的 不 动 点 . 为 讨论 Schauder 不 
动 点 原理 , 先 引进 紧 映 射 的 概念 并 证 明 几 个 引 理 . 

定义 8.1 设 M 为 Bauach 空间 X 的 子 集 .f: M 一 M 为 连 
续 映射 , 称 / 为 紧 映 射 ,车 对 M 的 任意 有 界 子 列 (zj 序列 
{f(zx,)}CM 有 收敛 的 子 序 列 . 

引 理 8.1 设 M 为 Banach 空间 X 中 的 有 界 子 集 ;f,: M 一 
M 为 竖 映射 列 ,n= 二 1,2,3,…. 车 {f,) 在 M 上 一 致 收敛 于 映射 
fo: MM, 则 

{folx):x EM) 

为 久 中 的 紧 集 . 

证 明 可 按 下 述 思想 进行 :由 {f,}% ,为 紧 算 子 列 ,其 每 个 元 了 ， 
是 连续 的 ,从 而 得 到 {f(x) : zxEM) 的 准 紧 性 . 再 由 /一 致 收敛 
于 f,, 得 到 {f(x) : xEM} 有 有 限 e- 网 . 因 XX 为 完备 的 ,这 就 等 价 
于 {f(zx) : XEM) 为 列 紧 集 . 但 它 为 闭 集 , 从 而 自 列 紧 , 故 在 Ba- 
nach 空间 中 又 等 价 于 紧 性 . 

引 理 8.2 设 M 为 Banach 空间 X 中 的 有 界 子 集 . 若 f: M 一 
M 为 紧 映 射 , 则 存在 和 到 X 上 的 映射 连续 列 /,: XX 一 X, 使 

(1) ,在 M 上 一 致 收敛 于 了 ， 

(2) {了 ,CM)}) 生 成 X 的 有 限 维 子 空间 . 

证 由 为 紧 映 射 知 {folx) :xzEM) 为 紧 集 ,因而 是 准 紧 
的 , 故 对 于 任意 给 定 的 6 之 0,6 一 0, 存 在 ,i 二 1,… ym, 使 

Hf — zl<, rEM. (8. 1) 

在 fACM) 上 定义 /,(x) 如 下 : 
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本 


站 ai ， 


其 中 
(ny J | | ?9 各 | zz’ | 6, 
a (TX) = 了 
0， 大 zx 一 xz? 之 6. 
由 定义 可 见 ,了 把 由 {zi,… ,zz ) 生 成 的 凸 包 石 映 到 它 自身 , /,(H) 
CH. 这 里 所 谓 的 凸 包 太 是 由 {x?，,…,z} 产 生 的 是 组 合 


H -人 一 Se : ps = in >of 


容易 验证 f, 的 连续 性 . 现在 定义 义 上 的 序列 
A ff (x)), EM, 
f(r) = | 


0， Ef CE XxX M. 
于 是 ,对 zE AM， 


fz) 一 Ar = 1ACkz — Fa) [= | fy 一 yy 


加 | Dy) Cy 一 z)| 
(BD«0)) 


DA | 
= 二 


(Be))) 


故 /一 /在 M 上 一 致 成 立 . 至 于 42), 对 每 个 固 宇 的 m {/.CM)) 
实际 上 是 X 的 有 限 维 子 空间 . 引 理 得 证 . 

若 假 设 M 为 和 的 紧 凸 子 集 , 则 /可 减弱 为 只 具有 连续 性 ,也 
有 与 引 理 8. 2 类 似 的 结论 , 即 

引 理 8.3 设 M 为 Banach 空间 X 的 紧 凸 子 集 .车 f: M>M 
为 连续 映射 , 则 存在 连续 映射 序列 {f/,}%,f, : M->M ,满足 

(1) ff, 在 M 上 一 致 收敛 于 了， 

(2) {/.《M)} 含 在 XX 的 一 个 有 限 维 子 空间 中 . 

证 明 与 引 理 8.2 类 似 ,只 是 取 {x,… ;2 为 MM 的 5- 网 的 中 
心 ,并 令 
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[站 垃 一 好 于， 若 | 一 zz 三 6/2， 
wz) =46— xoxl, 6/2< lx- 
0， 其 他 . 
引 理 8.4 设 久 ,7 为 Banach 至 空间 ， ECX 为 有 界 子 集 , 了 ， 
: 一 多 为 上 的 映射 ,n= 二 1,2,…. 若 和 7， 为 紧 映 射 列 , 且 在 E 
ns 7 , 则 集 


= (|)T,E 
为 紧 集 ,其 中 71,E={T,zx : XE€EE}). 
证 因 了 ,为 紧 映 射 , 故 人 TE 为 紧 集 . 由 7 在 EE 上 一 致 收敛 于 
7T', 任 给 se 之 0, 存 在 N,>>0, 使 当 ?>Ne 一 1 时 ,有 
Tro— Trl ee/3, zrEE. (8. 2) 


Na 


对 于 这 个 Ne U 区 巨 为 紧 集 , 据 此 与 (8. 1) 式 ,不 难 证 明 UU TE 
具有 有 限 e- 网 . 但 X 为 完备 空间 , 故 


TE 
1 安全 0 
为 紧 集 . 令 
万 ,一 1 Es 
"之 No 
我 们 有 
LE, C 1 9 


为 紧 集 . 
下 面 是 Schauder 不 动 点 的 两 种 形式 . 
定理 8.2 设 M 为 Banach 空间 X 中 的 有 界 闭 凸 集 . 若 三 : M 
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BR 3 呈 JiaEE FE Li 硬 Ai 


hd i EE Bd a, Bs £ DR wii ，， 和 


一 Ah 为 紧 映 射 , 则 存在 zoE M, 使 f(x0)==xo. 

证 因 / 为 紧 映 射 , 据 引 理 8.2, 对 任 给 的 e 之 0,e, 一 0, 存 在 
一 连续 映射 序列 广 : X 一 ;使 在 M 上 , f, 一 致 收敛 于 /, 并 且 
存在 由 {zx?,… ,zx”} 生 成 的 凸 包 

E, = H{z?,.… ,x’)}, 

对 每 个 n,E, 为 有 界 凸 集 , 它 有 非 空 内 部 ,并 且 还 是 闭 集 ,通常 称 为 
西 体 (Banach 空间 中 具有 非 空 内 部 的 有 界 闭 凸 集 , 称 为 凸 体 )， 

可 以 证 明 ,X 中 的 任 一 凸 体 与 单位 闭 球 巨 (0,1) 同 胚 ,从 而 凸 
体 也 是 紧 集 ,并 且 还 满足 :存在 连续 函数 序列 f, 及 上 述 的 E,, 使 
得 f ,EDCE, 及 | f(x)—z | <e,. 

由 此 可 见 , 每 个 f, 为 紧 映 射 . 据 定理 8.1, 对 每 个 nEN ,存在 
Zz, 上 ,, 使 得 Tx, 二 x,. 又 据 引 理 8. 4， 

{zx} CU AM = E, 
{xz,} 仿 在 紧 集 亡 中 , 故 存在 收敛 子 序列 ,例如 假设 就 是 zx, 自身 ,使 
Zz, 一 xo， 且 xo€ M. 这 个 zo 就 是 了 的 不 动 点 . 事实 上 ,由 
fx) — zo Sf Cr) — fr) + | fx) — wo | 
十 | Xn ~ Xo | | 

便 可 断言 /(zo) 二 xo, 定 理 得 证 . 

定理 8.3 设 M 为 XX 中 的 紧 凸 集 .车 f:M->M 为 连续 映 
射 , 则 存在 zeEAM, 使 f(x0)=zo. 

证 明 类 似 于 定理 .8. 2 的 证 明 , 只 是 要 应 用 引 理 8. 3, 我 们 将 它 
留 作 习题 . 

Schauder 定理 还 有 一 些 推广 的 形式 ,不 一 一 介绍 了 , 习题 35 
与 习题 36 是 它 的 两 个 应 用 . 


| 习题 
1. 设 (zm),m 之 0,n 之 0 为 典范 线性 空间 X 中 的 二 重 序列 . 若 
(1) 对 每 个 mw 之 0, 级 数 >) x 在 和 中 收敛 , 且 y 为 其 和 ， 
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(2) 对 每 个 n 宇 0, 级 数 > rm 收敛 , 且 其 和 为 扎 , 这 里 


7 wa 一 Ym = Sn 一 > ， mk 
赤 一 0 开 一 天 十 1 
称 为 级 数 的 第 余 项 . 试 证 : 


(1) 对 每 个 之 0, 级 数 >)zm 收敛 , 设 其 和 为 z,; 


m= 人 0 


(2) 了 ys 二 >)z 当 且 仅 当 limzt = 0. 
n=0 SB 


m=0 


2. 试 证 定理 1. 5 与 定理 1.6. 
3. 设 wm = 二 二 ;加 天, 且 wn 一 0, 试 证 


9 
nz 


> De) 时 > Pu) 

4. 试 证 定理 2. 1 与 定理 2.4. 

5. 设 天 为 实 Hilbert 空间 ,x 一 上 z= 〈x,x) 是 天 到 R 的 映 
射 , 这 里 (。,。) 是 和 的 内 积 . 试 求 此 映射 在 zxEX 的 导数 . 

6. 设 X,Y，…,7。 为 Banach 空间 ,/: X 一 Yl1X… XY 为 连 
续 映 射 , /= (CA …, 记 ). 试 证 :在 zeoE4CX(C4 为 XX 中 的 开 集 ) 
可 导 , 当 且 仅 当 每 个 f; 在 ze 可 导 ., 且 有 

DE 

7. 设 久 = 了 Y 了 ==R,: XY 为 /(x) = sinz,a ,lnz， 试 求 
Fréchet 音义 下 的 导数 f. 

8. 设 义 ,Y ,2Z 为 二 个 Banach 空间 . 试 证 弘 (X;Y)X 纹 (Y;2) 
到 S52(X;2Z) 的 映射 (u,v) -> wu。v 是 可 导 的 , 且 其 导数 为 

(St) 一 VS 十 5，tzo， 
其 中 点 (kxooo)ES(CXi7)XS2(Y;Z)， 

9. 试 证 :对 于 /: 4 一 Y 为 可 导 上 映射, 了 在 .xo€ A 连续, 当 且 

仅 当 对 任意 e>0, 存 在 5>0, 使 当 上 :<6, 外 儿科 时 ,有 
flrot so— frota))— fr) (Gs m0) eels ot. 
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10. 称 f: 4~>7 在 zoE4 为 强 可 导 映 射 , 若 了 在 ze 可 导 , 且 

对 任意 se>>0, 存 在 S>0, 使 当 1*| 委 8, 1 外 和 8 时 ,有 
| 7Czoe 十 s) Cm fr mf lr): Go) els—il. 

试 证 :两 个 强 可 导 映 射 的 复合 映射 ( 若 复 合 为 可 能 时 ) 也 是 强 可 导 
的 . , 
11. 设 久 二 Xi1X… XX 了 ,了 为 XX 中 开 集 4 到 Y 的 连续 可 
导 映 射 ,对 每 个 j(1 志 jn),g; : Z 一 X) 为 Banach 空间 2 中 开 子 
集 G 到 XX; 的 连续 可 导 映 射 , 且 对 每 个 zEG 有 (gi(z),…,g,(z)) 
EA. 试 证 :复合 映射 4 二 A。g 在 G 中 连续 可 导 , 这 里 g= (gi,…， 
gn),; 且 有 


Dh(z) = >) Qf Cg1(z) ,8 (2)) °° Dgi Cz). 
£=1 


12. 设 4 为 X 中 的 开 集 ,f : A 一 Y 为 连续 映射 . 若 对 每 个 z 
Eh, 存在 元 ui.€ 红 (X;Y), 使 对 每 个 yEX, 当 i 关 0 且 1 一 0 时 ( 
ER), 商 

/z+ity) — f/x) 
t 
的 极限 存在 且 等 于 xz。，y, 而 一心 为 4 到 2 经 (XI7) 的 连续 映 
射 . 试 证 : /在 4 中 连续 可 导 , 且 有 DGz) 王 上 心 ,zE 4. 

13. 设 了 : 4 一 7 为 连续 映射 ,A 为 和 中 的 开 集 . 若 对 任意 

E4 与 yEX， 
lim 
tO0u0 
存在 ,这 里 1:€ R. 又 若 对 y;)EX(O==1w2,…,n) 与 zo€ A, 每 个 映射 
ZX 一 g(x,yj) 在 xo 峭 连 续 . 试 证 


/zz 十 2 = 人 


SE(Zzoyyl 十 … 十) 二 Dg xosy)). 
j=! 
14. 设 / : A>Y 为 连续 映射 ,这 里 开 集 4CX,XX2. 试 证 :为 
使 /在 (aas)E4 可 导 , 当 且 仅 当 
(1) Af Ca ,az) 与 df (a ,02) 存 在 ， 
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(2) 对 任 给 e 汪 0, 存 在 S>>0, 使 当中 二 1 委 9, | 和 委 8 时 ,有 
有 Fe 十 和 as 十 友 ) 一 Fa 十 证 az) — flar,as 十 三 ) 

二 flasa) | oal + zl)». 
15. 设 上: RI? 一 R 定义 如 下 


TX’ 2 
ee Eee (zx,y) 天 (0,0)， 
0， (x,y) = (0,0). 
试 证 :3 了 与 %f 在 每 一 点 (x,y)€R 存在 ,并 且 对 于 任意 (a,6)€ 
R’, 下 列 4 个 映射 
TAf(rb), y— Af(a,y), 
TB/ rb), yy fa,y) 

在 R 中 都 连续 ,但 f 在 (0,0) 不 可 导 . 

16. 设 4 为 R" 中 的 开 集 . 若 /: 4 一 Y 在 zxo€4 为 二 次 可 导 . 
试 证 : 诸 偏 导数 3f 在 ze 都 可 导 , 而 且 对 于 1 委 j) 委 ?1 和 <， 下 式 
皆 成 立 

Qf (xo) 一 329; 三 (zo)， 

17. 试 证 :两 个 p 次 连续 可 导 上 映射 的 复合 ( 若 复 合 有 意义 ) 也 
是 p 次 连续 可 导 映 射 . 

18. 用 $ 3 中 定理 3. 2 的 记号 , 试 证 :22 到 如 上 的 映射 
p : x 一 zx: 是 无 限 次 可 导 的 ， 

19. 设 f: (cc,8)CR-=Y 为 n 次 可 导 映 射 . 试 证 :对 于 任意 x 
ET, 只 要 1/xE7T, 就 有 
roof 

20. 设 和 =Y 为 Banach 空间 , 试 证 :X 上 的 有 界线 性 映射 了 了 
是 二 次 F- 可 导 的 ,并 求 出 其 二 次 F- 导 数 . 

21. 设 和 是 Hilbert 空间 ,7 是 其 上 的 有 界线 性 自 伴 算 子 . 试 
证 :X 上 的 二 次 线性 泛 函 

T(x) = (Tiz) 
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li Bi, Ei i BE i , ii 


加 


是 二 次 F- 可 导 的 ,和 且 了 T”(zx)(s,t)= (T's ,1). 
22. 设 X=C(L0,1J):Y 一 尺 . 试 证 : 泛 函 Cr) 一 zy)，yE 
[0,1J 有 二 次 下 -导数 , 且 
f(r)(s) 一 2r(0y)s(0y)， yyE [0,1], 
广 (zr)Gt) = 2sCy)tCy), y € [0,1]. 
23. 设 X,7 为 Banach 空间 ,4CX 为 开 集 ,映射 /EC*(Ah， 
7). 试 证 :对 于 ze, 有 


ot — 
| Zo 十 2 
一 关 (Czro) 由 Ch ，**° sh ). 
24. 设 了: [a,B]->Y 为 规则 映射 ,x : Y 一 2Z 为 Banach 空间 了 
到 2 的 连续 线性 映射 试 证 
| ud eed —al | ceae| . 


25. 试 证 定理 6.4 和 定理 6. 5. 
26. 设 g,: [a,Bj->Y 为 规则 映射 序列 . 若 在 [ce,8] 上 g 一 致 
收敛 于 g : La,B8j>Y. 斌 证 


8 上 
lim | gr (6)d6 = | Si 


27. 设 uw: [a,Bj->Y 为 规则 映射 序列 . 若 级 数 (zx ),>o 在 
[Le,8] 上 为 了 中 的 范 数 收敛 级 数 , 亦 即 (zx ), 宇 0 收敛 , 且 


rx 


> ww 一. 试 证 :以 | uC)dé 为 一 般 项 的 级 数 绝对 收敛, 是 下 式 成 


n= 人 0 


= 0 


. 


| utdé = > [utde. 


#0 


28. 设 卫 : 7 一 X,A : 7 一 7 为 两 个 规则 映射 ,这 里 T= [a,pB]. 
义 设 (z,y) 一 [x,yj 为 XXY 到 2 的 连续 二 重 线性 映射 , 试 证 


月 Bp 
lim, | FD Se | [Fe sh C0) dz. 
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29. 试 证 定理 7. 1. 

30. 车 定理 7. 2 的 假设 条 件 满 足 , 再 设 了 在 (ze,yo) 的 邻 域内 
p 次 连续 可 导 , 试 证 :u 在 zo 的 某 一 邻 域 中 也 是 p 次 可 导 的 . 

31. 设 有: 4->Y 为 连续 映射 ,4CX 为 开 子 集 ,zoE4. 知 /在 
zo 可 导 , 并 且 PP(zo) 为 和 到 其 在 Y 中 的 像 集 上 的 线性 同 胚 , 试 证 ; 
存在 zo 的 邻 域 UCA ,使 对 每 个 xEU, 且 x 关 xo。 有 f(z) 关 f (zxo). 

32. 试 证 定理 7. 3. 

33. 试 证 定理 8. 3. 

34. 设 f=Cf1,fo) :R=R?,fi1,yfz 由 fi(xiyXi) 二 Xl 太 


Xs 一 Zi， XX 
(zza) = : — ZXizx2)/7?, 0 < zi, 
一 六 (zi 一 Zoo)， ze 之 0 
给 出 . 试 证 :在 尽 : 中 任 一 点 可 导 , 且 在 (0,0) 点 ,DA 是 尼 到 自身 
的 恒 同 映射 ,但 Df 不 连续 . 
35. 应 用 Schauder 不 动 点 原理 证 明 : 若 f 为 定义 在 
D.= {(z,y) ER: |r—zxol<a,ly— yo| < 6) 
上 的 实 值 连续 函数 , 则 微分 方程 入 = f(z,y) 存在 满足 条 件 yw 一 
y(Czo) 的 解 y==y(z). 
36. 设 X 为 Banach 空间 ,fEC!'C(X,X). 若 zx(t) : R 一 X 在 其 
定义 域内 的 任何 有 限 区 间 上 , | 7(z(2)) || 有 界 , 试 求 微分 方程 学 
二 /(x(t)) 的 解 . 
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第 二 章 “” 流 形 上 的 微 积 


20 世纪 很 多 著名 数学 家 都 预感 到 : 流 形 在 未 来 数学 研究 中 必 
将 起 重要 作用 . 很 多 数学 分 支 ,如 微分 方程 .大 范围 分 析 等 ,都 已 把 
流 形 上 的 微 积分 作为 必要 的 基础 . 事实 上 , 流 形 上 的 微 积 分 理论 及 
几何 理论 等 已 成 为 近代 数学 中 的 重要 内 容 . 本 章 主 要 介绍 流 形 上 
微 积分 中 最 基本 的 概念 ,包括 流 形 、 微 分 结构 . 切 空间 、 余 切 空 间 ， 
以 及 子 流 形 等 . 而 后 从 张 量 的 角度 给 出 外 微分 与 积分 等 概念 ,并 介 
绍 张 量 丛 . 矢 量 丛 、 切 丛 . 余 切 丛 及 它们 之 间 的 关系 . 


1 基本 概念 


在 本 章 中 ,用 R 表示 实数 直线 ,NN 表示 自然 数 集 ,R” 表示 痉 
维 欧 氏 空间 ,mE€N. 

定义 1.1 设 M 为 T: 型 拓扑 空间 , 若 对 任 一 元 p€ M, 存 在 
Pp 的 开 邻 域 w ,拓扑 同 胚 于 R 中 的 一 个 开 集 , 则 称 M 为 m 维 拓 
扑 流 形 ,简称 wx 维 流 形 . 记 同 胚 映射 为 

P= V,— pV,), 
并 称 (V ,py ) 为 M 的 一 个 坐标 卡 , 简 记 为 (V ,pv). 于 是 ,对 于 流 形 
M ,存在 一 个 坐标 卡 集 {(Y ,gv)) ,其 中 人 {V} 是 M 的 一 个 开 答 盖 . 

对 于 取 定 的 一 个 坐标 卡 (V ,gv), 由 于 9 为 同 胚 , 故 对 每 个 gE€ 
V, 仅 有 一 个 元 pv(g) 与 之 对 应 .我 们 可 以 把 gv(g)€R” 视 为 g 的 
坐标 , 令 

上 一 (Org)) 放 /一 7， 
称 (i ww) 为 点 gqE€EV 的 局 部 坐标 . 
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设 (7 ,po) 与 (V ,gv) 为 流 形 M 的 两 个 坐标 卡 . 者 
UNVAYG, 
则 guVNVD 与 gv UNV) 都 是 R" 中 的 非 空 开 集 , 且 可 推 知 映射 
F = py ° po |yjiwnv) 
为 开 集 pu (UNV) 到 开 集 pv UNV) 之 间 的 同 胚 ,其 首 映射 
G = po pv yywnw. 
于 是 对 同时 在 两 个 不 同 的 坐标 卡 中 的 元 PEM, 即 pEUTNV ,着 它 
在 坐标 卡 (U ,gw) 与 在 另 一 个 坐标 卡 (V ,gv) 中 的 坐标 分 别 为 (zi， 
与 《yy )， 则 
Ji 一 I 一 (Pv Gi! (Xr Tm) )j, 
j= 1 ,mm. 
同样 ， 
Ti = giY Yn) = (poe Pr yi Yn))j, 
j= 1 m. 
其 中 fj(x1,… ;Xn 与 Bji(Y! yw) 称 为 坐标 变换 函数 . 
定义 1.2 设 MM 为 m 维 流 形 ,(U,gw) 和 (V ,gv) 为 M 的 两 个 
坐标 卡 , 我 们 称 它们 是 C” 相 容 的 , 若 UNV= 多 ,或 若 UNV 关 2 
时 ,坐标 变换 函数 fjCzi… ,Xz ) 与 gjCy1,… ,yw) 都 是 C' 水 数 , 亦 
即 对 于 满足 
fg yy ga Vy) = yy ljSm, 
gifi roe Ta) /a Tis Tr) =r llm 
的 坐标 变换 函数 fj,g1ECr(R”) 都 是 7 次 连续 可 导 的 ,rEN. 
定义 1.3 设 MM 为 m 维 流 形 , 给 定 M 上 的 一 个 开 集 族 {U})， 
相应 地 ,存在 一 个 坐标 卡 集 -x =={(U ,80)}. 称 vv 为 M 的 一 个 C 
微分 结构 ,大 
(1) {0}) 是 M 的 一 个 开 鹤 盖 ， 
(2) 中 的 任 一 对 坐标 卡 是 C” 相 容 的 ， 
(3) -ex 为 极 大 的 , 亦 即 对 M 的 任 一 坐标 卡 (W ,gw), 若 它 与 
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让 时 世 用 EPE 


-7 中 每 一 个 坐标 卡 都 是 C" 相 容 , 则 (W ,pw) € ey. 
若 M 上 给 定 了 一 个 C- 微分 结构 . 则 称 jM 为 Cr 微分 流 形 ,并 
称 该 C" 微分 结构 中 的 坐标 卡 为 M 的 容许 坐标 卡 . 称 具 有 C” 微 分 


结构 的 流 形 为 光滑 流 形 . 


本 竟 主 要 讨论 微分 流 形 iM 为 实 光滑 流 形 的 情形 . 
例 1.1 M=R”. 
取 UV/ 一 ,go 为 恒 同 映射 , 则 -or= 一 (oo 确定 了 R" 的 光滑 
流 形 结构 , 称 为 R 的 自然 微分 结构 . 今后 若 无 特 别 声 明 ,我 们 就 
认为 R" 上 取 自然 微分 结构 . 
例 1.2 R* 中 的 一 维 “ 单 位 球面 ” 
9 = {rr) ER :zr x = 1), 
取 -so 一 (人 (Co ) : j 二 1,2,3,4} 为 
UI= {rE€ES!': wr, > 0}, pu, 一 2， 
DO 一 (ES:z<0)， py, = Ti， 
Us= {rE€ES!':Zzx > 0), pu, 
Ul= {rE€ES':z 0), Po, = Zs. 
则 不 难 验证 S' 为 光滑 流 形 . 
例 1.3 设 M 为 C 微分 流 形 ,V 为 M 的 开 集 .车 -w=1{(U， 
90)} 为 M 的 C 微分 结构 . 令 
B= {VU NV,9p):U NN YY 和 天 人 好, (UV ,pu) E Ar}, 
则 多 为 了 的 C 微分 结构 ,从 而 了 也 是 一 个 C" 微分 流 形 . 
例 1.4 设 M=R, 令 
A271 二 {(R,17) :了 为 R 到 R 的 恒 同 映射 1(x) = x}， 
-A772 二 《(R,9) : 9 为 R 到 R 的 上 映射 p(x) = x3}. 
则 <7 与 -ws 都 是 R 上 的 C“ 微 分 结构 . 这 样 ,我 们 给 出 了 R 上 两 
个 不 同 的 微分 结构 , 易 见 ,它们 不 可 能 是 拓扑 等 价 的 . 
例 1.5 M={(x,y)ER:: (ri 十 二 Tz: 一 y?) 为 双 纽 线 . 作 
为 R* 的 子 空间 它 不 是 一 维 流 形 . 在 $ 3 中 我 们 将 返回 到 这 个 例 
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子 , 并 且说 明 它 为 什么 不 是 一 个 一 维 流 形 . 

我 们 常 将 一 个 具有 C" 微分 结构 -ez 的 C" 微分 流 形 M 记 为 
(AM ,oz). 

设 CM ,27) 为 m 维 光滑 流 形 ,f : M->R 为 定义 在 M 上 的 实 
值 函数 . 我 们 将 用 下 面 的 方法 ,由 M 上 的 拓扑 性 质 及 其 微分 结构 
去 讨论 /的 分 析 性 质 ,例如 连续 性 .可 微 性 .光滑 性 等 . 

定义 14 对 于 bpEAM, 设 (0,pu) E -ez 为 含 点 户 的 一 个 坐 
标 卡 ,由 定义 可 知 f。951: 9u(0) 一 RR 为 R" 中 的 开 集 gu《U) 到 
R 的 实 值 函 数 . 若 /。g5' 在 点 pulp) E R”" 是 C” 的 , 则 称 了 在 
六 EM 为 光滑 函数 . 若 在 每 个 p €E M,f 为 光滑 的 , 则 称 f 在 流 形 
M 上 光滑 . 

(M,-x) 上 光滑 函数 的 全 体 记 为 CX CM) 或 简 记 为 C™(M). 

定义 1.5 设 (M,-o) 与 CN, 表 ) 分 别 为 和 维 与 n 维 光滑 流 
形 ,f : MN 为 连续 映射 . 若 对 pEM, 存 在 (U ,po)E-ez 为 的 
坐标 卡 ， 也 存在 (V ,Ww)E 名 为 1(p) 的 坐标 卡 ,使 映射 py。/。 
po : gu《U) 一 Jv(V) 在 gu( 思 ) 为 C™ 的 , 则 称 上 了 在 户 点 为 C” 了 映射 . 
若 在 M 的 每 一 点 都 是 C” 的 , 则 称 f 在 M 上 为 C~ 映 射 .显然 C™ 
映射 与 坐标 卡 的 选取 无 关 . 

车 f: MN 为 同 胚 映射 , 且 了 与 广 :都 是 光滑 映射 , 则 称 了 
为 M 到 NN 的 可 微 同 胚 . 车 两 个 流 形 之 间 存 在 可 微 同 胚 映射 , 则 称 
M 与 入 为 可 微 同 凸 流 形 . 

定义 1.6 设 M 为 m 维 光滑 流 形 ,f : (a,b6) 一 M 为 R 中 的 
区 间 (a,5) 到 M 的 映射 , 若 /为 光滑 映射 , 则 称 /为 M 上 的 一 条 
参数 曲线 . 


§ 2 余 切 空间 , 切 空 间 


设 (M,-er) 为 m 维 光滑 流 形 , 我 们 按 如 下 步 又 定义 它 的 余 切 
空间 与 切 空间 ， 
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1. 函数 空间 CY? 

记 定 义 在 点 p€E M 的 邻 域 上 的 C~ 函 数 :UR 的 全 体 所 成 
的 集 为 CF. 在 CF 中 ,定义 元 之 间 的 代数 运算 如 下 . 

车 /,gEC2, 设 了/ 的 定义 域 多 /=U,g 的 定义 域 多 ,=V. 在 
UNV 上 定义 运算 f 十 g,af,fg 分 别 为 ， 

(f+g) (rz)=/(r)+g(lr), 

(af (rx)=af(x), a€ER, 

(fg) (x)=f/ (xr) g(r), 
则 /+g,af,fgEC?, 使 CY 成 为 一 个 函数 空间 . 

在 C2 中 定义 元 的 等 价 关 系 ，f/,gEC”, 称 与 g 等 价 , 记 为 
j 一 5, 若 存在 户 的 开 邻 域 妃 , 使 fln=gl|n. 记 [( 广 为了 在 C2 中 关 
于 ~ 的 等 价 类 

[j= {gE€Cr:g~/). 

称 [有 为 流 形 M 在 点 p 的 C= 函 数 荆 

2. 商 空间 多, 一 C7/ 和 ~ 

设 C% 关于 等 价 关系 ~ 的 等 价 类 的 全 体 为 

(Lf: f ECF}, 

则 多 ,为 商 集 C2 /一 ， 

在 多 , 中 定义 元 的 加 法 与 数 乘 

[/j+[Llel=[f+g], aff/]= [af], a€R. 

则 多， 成 为 一 个 线性 空间 . 

3. 参数 曲线 集 本 ， 

定义 M 上 过 p 点 的 参数 曲线 集合 

1 二 {7Y: 存在 6 二 0, 使 7Y: (一 0,9) ~ AM 是 
C™ 映射 ,上 有 7(0) = p}， 

其 中 的 元 7 称 为 M 上 过 pp 点 的 参数 曲线 . 

4，. 色 ,， 的 线性 子 空间 2 

对 于 YET, 与 L 门 E 多 ,定义 7 与 [ 门 的 配合 
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ED = 区 全 | 


显然 ,这 个 配合 re 
Er, = ([ 门 E F,: 《7,[ 有 = 0 对 每 个 ”YE€ Ds}. 
由 于 对 每 个 YET,,[/] 和 [gjE. 多 ,aE€R, 有 
《7Y,[f1 + [el = 47,[/]) + 《7, Le)), 
《7 ,a[ f/f]) = ak7,L/j), 
故 2 成 为 ,的 线性 子 空间 . 

5. 余 切 空间 Ti = 二,/， 

以 线性 子 空间 如 作 商 空间 多 /如 ps 记 为 人; , 称 工 ; 为 流 
形 M 在 bp 点 的 余 切 空间 .函数 芽 [/] 的 比 , 等 价 类 记 作 [f] ,也 
记 作 (df),; 称 (d/), 为 M 在 p 点 的 余 切 矢量 . 

6. 切 空间 了 

定义 流 形 M 在 p 点 的 切 空间 为 余 切 空间 7T; 的 对 偶 空间 , 亦 


一 一 上 < 人 


即 
二 {g :gg 为 7; 上 的 线性 泛 通 上 
切 空间 中 的 元 称 为 p 点 的 切 矢量 . 
为 了 理解 余 切 空间 与 切 空间 的 实质 ,我 们 研究 它们 的 一 些 性 
质 . 首先 讨论 余 切 空间 了 Tv 
定理 2.1 设 [ 门 E 97,, 对 每 个 Fe [LA 与 每 个 含 的 容许 坐 
标 卡 (U ,gu), 令 
Fri sn) = f° po (Xi Tn), 
则 [有 jE , 当 且 仅 当 
aF 
az， ptp) 
证 对 于 YET,, 令 其 坐标 表示 为 
(pu ° 7Y()); = Xi(t), 1 过 7 之 mm, 一 6 CT 过 1t<¢6. 
则 不 难 写 出 
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四 
| 


Ci 了 严 


《7,[/]》= >， 一 


Ax; 
故 欲 使 4y,[ 门 》=0 对 每 个 YE 成立 , 当 且 仅 当 
| 


Qz | pcp) 
由 此 定理 可 知 ,2, 是 .多 ,的 线性 子 空间 ,其 中 的 元 是 在 p 点 
关于 局 部 坐标 的 偏 导数 全 为 0 的 C” 函 数 芽 . 
定理 2.2 设 f/,…,f/,EC7Y,pEM. 若 Flyi,…,y) 为 R' 中 
的 点 Cf1(p),…,/:(p)) 的 邻 域 W 内 的 光滑 函数 , 则 ER， 
/EC*w, 且 有 
aF 


(df/), = 5S 57 


灭 二- ] 


, dzi(t) 


Pup) dt | 


(dfi),. 


CF Cp) hp)) 
证 设 / 的 定义 域 为 UCM, 且 pEUi. 则 /在 门 U; 中 有 
定义 . 取 a € 门 U,, 据 / 的 定义 ,有 . 


. f(gq) = F(fi(g) ,f(g9)). 
如 此 /为 光滑 函数 的 复合 , 故 /ECY. 对 于 任 一 个 YET,, 经 计算 


给 出 


LO = (7, Dott), 


其 中 必 = 条 . 这 表明 


CA CP) fp)) 


[1] Pat/ e 妈 。 


亦 即 (df), = 2》)ai(df/;),. 定理 得 证 . 


类 一 ] 
定理 2.3 对 于 了 ,gEC7,a€ER, 下 列 公 式 成 立 
(d(f + g)), = (df), + (dg),, 
(d(af)), = al(d/f),, 
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(d(fg)), = f(p)(dg), + gp) df),. 
定理 2.4 7 是 m 维 线性 空间 . 
证 7; 是 线性 空间 ,因为 它 的 元 是 多 中 的 如 等 价 类 
[fjJ~ ,而 由 定理 2. 3 得 
[f+g] = [f+ Ls, 
[af1~= alf]*, “ER 
为 证 dimT; 二 m, 对 于 pEM, 取 一 个 包含 p 的 容许 坐标 卡 
(gpo). 对 应 于 p 的 在 R”" 中 的 坐标 系 为 {x1，,… ,zxm}. 于是, 任 一 
点 9EU 的 局 部 坐标 为 
u(g) 一 (pr 人 (aa)) = x;° pulgq), 1 委 上 和 7. 
由 wECY 知 (du),ET?. 下 面 我 们 证 明 { (dui)}) 入 为 TT; 的 一 个 
基 . 
事实 上 ,对 任 一 个 元 (df/),E7T;,f。g 为 定义 在 R" 中 某 个 
开 集 上 的 光滑 函数 . 令 
Fry Ta) 一。 了 (zzo)， 
则 =F(w,… ,um). 据 定理 2.2, 我 们 有 
(df), = 2) 守 


故 (df), 可 表 为 (du)， 的 线性 组 合 . 
再 证 (du)， 为 线性 无 关 的 ,1 志 i 志 mm. 设 有 一 组 实数 a;,1i 志 
m ,使 得 


(du,),， (2. 1) 


Ca { 户 ) 4 (Cp}) 


Da 一 0. 
== 1 
从 而 
2 iLui] € 
于 是 对 每 个 YET,, 有 
< " dlu,°Y) 
0 = (>， 2“0o) = DE (2. 2) 


i=1 
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取 一 组 XET,,1 才 k 志 mm ,满足 
zi ° Y(t) = uCp) 十 9， it， 
其 中 6 为 Kronecker 符号 


， i 1， i 一 上， 
nf 
. 0， ‘ 天 
显然 ,这 样 的 7 存在 ,并 且 有 
《7i, [Lu]》 = 


在 (2. 2) 式 中 令 7 一 为 , 便 得 出 at=0,1<hkQm. 从 而 知 { (dw) 各， 
线性 无 关 . 这 样 7; 具有 含 m 个 线性 无 关 元 的 基 , 故 dimT; =m. 
定理 得 证 . 

有 限 维 空间 与 其 对 偶 空 ee 故 由 定理 2.4 可 
知 ,m 维 流 形 M 的 余 切 空间 77 、 切 空间 了 T, 都 与 Mf 具有 相同 的 维 
数 . 我 们 称 定理 2. 4 中 所 确定 的 的 基底 {(du;),} 全 | 为 7'* 关于 
局 部 坐标 系 {u}) 的 自然 基底 . 

作为 7; 2 zs 间 ,7' 中 的 元 究竟 是 什么 呢 ? 下面 的 定理 
回答 了 这 个 何 

定理 2.5 EF。 上 可 定义 等 价 关系 一 ;对 于 7,,7,ET,,7,~ 
7 是 指 对 于 任意 的 (d/),E7T'; ,下 面 等 式 成 立 

71 ,Cd/),) = 《7,, Cd》 (2. 3) 

记 了 的 等 价 类 为 [Yj, 则 7,={[7] :YE L,}. 

证 由 上 述 (2.3) 式 中 关于 ~ 的 定义 知 ,对 任意 jc [7j, 都 


d (zl 9 Yi;) i 
dz = 


二。 
{=0 


有 
7’ ,df),) = 47,(d/),), 7 € [7), 
其 中 《7Y,Cd/D,》 二 《7,[/"》= 《7Y,[ 有 ]》 不 依赖 .多 ,中 262, 等 价 
类 的 元 [/] 的 选择 . 从 而 书 , 中 的 关系 一 有 意义 并 且 也 是 一 个 等 价 
关系 .于 是 我 们 可 以 对 T; 与 7, 的 元 定义 一 种 对 偶 积 ( 。 

[7¥j,(d/),) = 《7,(d/),). (2. 4) 
现在 证 明 , 所 有 的 [Yj,YET,, 组 成 7T; 的 对 偶 空间 . 为 此 ,我 
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们 证 明 对 每 个 [7],[ 四 对 (dA)。 的 作用 , 亦 即 对 偶 积 (LYj], (df),》 
是 7; 到 的 一 个 线性 函数 .而 当 [7] 跑 遍 所 有 的 等 价 类 时 . (2. 4) 
表示 T; 上 的 线性 函数 的 全 体 ,从 而 组 成 T; 的 对 偶 空间 了 Tv 我 们 
利用 局 部 坐标 系 来 完成 这 个 证 明 . 

设 {a0) 为 p 点 的 局 部 坐标 系 . 在 局 部 坐标 wi 之 下 , 设 YEDD, 由 
函数 w= 二 w(t) 给 出 ， 1 委 ; 委 j. 于是， 


([7], 6d/),) = 47,(d/),) = D0, (2. 5) 
i=1 
0 ，r du; 、 
其 中 一 二 (/。 儿 0)| 滞 一 本 | 这 里 系数 “恰好 是 


(df), 关于 自然 基底 (dui), 的 坐标 分 量 . 于 是 , (LYj， (d/),) 成 为 
由 分 量 完全 确定 的 7T; 上 的 线性 函数 . 另 一 方面 , 取 7 为 wi(2) 
一 wu,(p) 十 8 ,可见 能 取 任 意 的 数值 , 故 (2.4) 式 表示 YE 了,， 而 
[7] 跑 遍 所 有 等 价 类 时 ,就 给 出 了 1; 的 全 体 线性 函数 .i 这 就 是 要 
证 明 的 . 

现在 不 难 明 白 , 切 空间 7, 中 的 元 [7] 的 几何 意义 是 :在 点 
有 相同 切 矢量 的 所 有 参数 曲线 的 集合 . 通常 就 称 了 中 的 元 [7 为 
切 矢 量 . 

(2. 4) 式 所 确定 的 函数 ,采用 附录 中 的 术语 与 记号 , 它 是 Tv 义 
T; IR i 

定理 2.6 设 {(da)p) 生 为 1) 的 自然 基底 . 在 TT, 中 选取 参 
数 曲 线 a 


wo V(t) = up +t, li<m, (2. 6) 
则 {[X74]) 纪 ;成 为 的 基底 , 称 为 对 偶 基 底 , 从 而 ， 
dim7', = 


本 , 的 对 偶 基底 也 称 为 7', 的 自然 基 抵 . 
壮 意 到 由 (2.6) 式 给 出 的 7X 满足 ([74], (df;),) 二 64, 便 不 难 
得 出 定理 的 结论 . 
由 于 
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Af °»。 Gg, ) 


A Re | 艺 | = 元 


故 [7,] 对 函数 芽 [/] 而 言 ,是 偏 导数 算 子 a 它 满足 
0 
(二 d/o) € 1 


为 /在 点 p 的 导数 . 若 (d), 二 0, 则 称 p 为 /的 临界 点 . M 上 光滑 
函数 临界 点 的 研究 是 微分 流 形 的 重要 课题 之 一 -. 
定义 2.1 7 中 的 元 [7] 也 记 作 六 ,,X,==[7j. 对 于 /EC»， 


下 
X,f = (X,, (df),) 

为 / 沿 切 矢量 XX 的 方向 导数 . 

定理 2.7 方向 导数 有 下 列 性 质 : 设 X,E7T',, 若 /,gE€CY ,a， 
PER, 则 

(1) X,(af+pPe)=aX,/+PBX,eg; 

(2) Xfe)=/ (pIX, e+ pINX,f. 

这 个 定理 表明 , 铬 把 切 矢量 X, 看 作 算 子 , 则 它 是 CY 上 的 线 
性 泛 肖 . 

定义 2.2 在 对 流 形 M 的 任 一 点 p, 指 定 M 在 p 点 的 一 个 切 
矢量 X,, 我 们 称 关 = {X,:pEM}) 为 流 形 M 的 切 矢 量 场 . 若 对 FE 
C* 圭 C% (M), 令 (X/)(p) 二 久 ,/ ,这 里 义 ,f = (X,, (df 有 ),), 则 记号 
Xf/ : M 一 R 成 为 流 形 M 到 R 的 实 函 数 . 若 X 为 光滑 流 形 M 上 的 
一 个 切 和 失 量 场 , 且 对 任意 /EC”*CM), 有 XfEC™(M), 则 称 关 为 
流 形 M 上 的 光滑 切 撩 量 场 . 这 样 ， 光滑 切 矢量 场 是 C” CM) 到 
C™~(M) 上 的 一 个 线性 映射 . 

定理 2.8 流 形 M 上 的 切 矢 量 场 XX 是 光滑 的 , 当 且 仅 当 对 每 
个 p€EM, 存 在 p 的 局 部 坐标 条 (U ,wi), 使 


me 2 
X| 一 é, 全 全 9 
77 2 Yi 
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其 中 名 是 Z 上 的 光滑 图 数 ,1 委 上 委 和 7 
证 ”充分 性 显然 , 必要 性 由 和 lv 为 开 子 流 形 V 上 的 光滑 矢量 
场 得 到 . 

”定义 2.3 设 X,Y 为 M 上 的 两 个 光滑 切 矢 量 场 , 称 [X,7] 一 
XY 一 YX 为 它们 的 Poisson 括号 . 易 见 ,[X,Y] 为 C" (CAM) 到 自身 
的 算 子 ,也 是 M 上 的 光滑 矢量 场 . 

定理 2.9 Poisson 括号 有 如 下 人 性质: 

(1) [X,YJ(f+g)=[X,YJ]/+[LX,Y]g, 

(2) [X,YI(fe)=f° [X,YJjeteg°* [X,Yjf, 

(3) [X,Y]J]=—[Y,X], 

[X+Y,Z]=[X,Zj=[Y,2]J, 

(4) [/X,gY]=/° (Xeg)yY—g* (YI/)X+f * gLX,YJ, 

(5) [X,[Y,2Z]] 十 [Fy,[Z,X]] 十 [Z,[X,7]]=0. 

定义 2.4 设 X 是 流 形 M 上 的 光滑 切 矢 量 场 , 若 在 p€M， 
X, 一 0, 则 称 点 p 是 切 矢量 场 X 的 一 个 奇 点 . 

切 和 撩 量 场 在 奇 点 附近 的 性 质 很 复杂 ,光滑 切 和 撩 量 场 在 非 奇 点 
附近 的 性 状 却 有 如 下 较 简 单 的 性 质 . 

定理 2.10 设 X 为 M 的 光滑 切 矢量 场 . 者 在 PE M,X, 天 0， 
则 存在 p 点 的 一 个 局 部 坐标 系 C(W ,ww) ,使 得 
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证 据 定 理 2.8, 存 在 p 点 的 局 部 坐标 系 (U ,uw), 使 


Ei 9 
X|, = 2 (2.7) 


不 失 一 般 性 ,可 设 w(p)==0, 且 为 U 上 的 光滑 也 数 . 因为 
义 , 关 0, 故 |, 不 全 为 零 . 我 们 设 人 (p) 关 0. 于 是 ,存在 pp 的 充分 小 
的 邻 域 ,例如 就 是 避 , 使 得 611v 关 0. 
由 (2.7) 式 知 , 应 为 1，… ,un 的 光滑 函数 ,于 是 我 们 可 求解 
下 列 一 个 常 微 分 方程 组 
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det。 (ln) 


de és Wn)’ 
对 于 一 组 给 定 的 初 值 (v;，…,v,) ,存在 8S>0, 使 
GE {ua) ;|u| CI， 
而 方程 组 (2.8) 有 唯一 的 一 组 解 
w= Rv) | < 2 和 aa 委 和 m， 
且 满足 初始 条 件 4 (03ve，……uo) 一 we 作 变量 代 换 


2 委 ax 委 7. (2. 8) 


ul = 了， : 
. 2.9 
UC RVsV2 UV,), 2CaRRm. 


不 难 计算 ,(2.9) 式 的 Jacobi 行列 式 为 1, 从 而 存在 p 的 邻 域 WC 
GCU ,使 得 


mt 了 9 Gad 了 
Xlw 一 之 和 到 一 名 2 二 2 让 


a ca Mi 9 
一 和 和 + 2 mo me 
eM .9 
i Wi ak。 1 
最 后 , 令 
二 | 全 
YU 一 5 E 9 
Wa 一 Vas 2 夺 a 革 1， 


则 得 饼 却 - 一 元 -， 定 理 得 证 . 

研究 切 矢量 场 的 各 种 性 质 ,与 微分 方程 理论 有 较 密切 的 关系 . 
例如 刻画 流 形 M 上 的 维 光滑 分 布 L* 充 要 条 件 的 Frobenius 定 
理 等 ,它们 在 微分 动力 系统 等 分 支 中 有 广泛 的 应 用 . 由 于 内 容 较 专 
门 , 超 出 本 课程 范围 , 故 不 作 介 绍 了 . 

本 节 末 我 们 给 出 一 个 重要 的 定义 , 它 的 意义 要 到 $5 再 仔细 
介绍 . 

定义 2.5 设 M,N 分 别 为 m 维 与 4 维 光滑 流 形 .FF : MN 
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为 光滑 映射 ,PEM,g 一 K(p)EN. 定义 映射 :Ti 一 1% 如 下 : 
Fdf))=df oF),, (df ,ET, 
称 上 "为 F 的 微分 .进而 , 设 F' 的 共 轿 映射 为 :了 T, 一 7,, 它 满 
足 
(F,X,a) = (X,F'a), 

其 中 六 ET',,a€E7T7%. 称 户 , 为 由 玉 诱 导 的 切 映射 . 

设 M 在 p 点 的 局 部 坐标 卡 是 (U ,9) ,对 应 的 局 部 坐标 为 (xi， 
… ,Xp). 我 们 用 CV ,9) 及 Cy ，…,y,) 分 别 表示 NN 在 g 点 的 局 部 华 
SR 2 


X= > a PAE (2. 10) 
£1 
则 可 推 知 , 名 p33 CC 其 中 
J 一 | 
gg 和 
cn 一 二 We (2. 11) 


83 了 于 流 天 


在 讨论 子 流 形 前 ,我 们 先 回忆 一 下 第 一 章 $7 中 的 反 函 数 定 
理 . 利用 这 个 定理 , 取 局 部 坐标 系 ,不 难得 到 流 形 情形 下 的 关于 切 
映射 的 反 哨 数 存 在 性 定理 . 

定理 3.1 设 M 与 NN 为 两 个 维 光滑 流 形 ,/ : MNN 为 光 
滑 映 射 . 若 在 p€E MM, 由 /诱导 的 切 映 射 f. :TCM) 一 Tj (N) 
为 同 构 映射 , 则 存在 p 在 M 中 的 邻 域 U, 使 V=/(UV) 为 a=/(p) 
在 N 中 的 邻 域 , 且 /1 : U->V 为 可 微 同 肛 . 

证 因 /:M>N 是 光滑 映射 , 取 p 在 MM 中 的 局 部 坐标 系 
CVos gr ) ,满足 A(UVo)CVo, 且 映射 /三 yg。f。y 为 CU 一 
VCVu) 的 光滑 映射 ,由 于 了 .是 同 构 映射 , 据 (2. 11) 式 ,显然 有 

a 


or 


关 0. 


J up) 
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得 由 反 消 数 存 在 定理 (在 第 一 章 定理 7.4 中 , 取 XX=r) 知 ,存在 
97) 与 yl9) 在 R" 中 的 领域 CpCU00) 与 YCylVo). 使 映射 
/ln : UV 为 可 微 同 胚 . 

令 U=g9g (0),V=y7'V), 则 UU 与 V 分 别 为 p 在 M 与 g 在 
N 中 的 邻 域 , 且 /=y7'。/。p: UV 是 可 微 同 胚 . 定理 得 证 . 

利用 定理 3.1 可 以 证 明 不 同 维 数 的 光滑 流 形 之 间 的 切 映射 
/ .与 了 的 单一 性 的 关系 ， 

定义 3.1 设 以 为 wm 维 光 滑 流 形 ,N 为 维 光 滑 流 形 . 若 
/ :MN 为 光滑 映射 ,其 切 映 射 /, 在 p€EM 是 单一 映射 , 则 称 
/ ,在 该 点 为 非 退化 的 . 

定理 3.2 设 M,N 分 别 为 mm 维 与 维 的 光滑 流 形 ,rm 二 nn. 
/ : MN 为 光滑 映射 . 若 其 切 映射 /在 EM 是 非 退 化 的 , 则 分 
别 存在 户 点 与 g 点 的 局 部 坐标 系 (U ,a;) 与 (V ,vw)) ,使 

/(U) CV, 
且 映 射 /lw 可 用 局 部 坐标 系 表示 :对 任意 xEU, 有 
vf(2))) = ux), ljSm. 
1 一 0， 十 1 委 ) 委 7) 

证 取 记 EM 的 局 部 坐标 系 (U ww) ,相应 地 , 取 gqg=/f(p)EN 

的 局 部 坐标 系 (V ,vj). 于 是 
v= fd) lj. 

不 失 一 般 性 , 设 ui(p) 二 0,v;(g)= 二 0. 同时 ,由 假设 知 变换 和 矩 阵 


加 
Mt f= | 


加 


Nt 下 


非 退 化 ,因此 


天 0， 


7 一 | 


作 一 m 维 方 体 
六 一 (oO :wl om 二 1 /Rn,6 > 0}. 
适当 选取 U,6, 作 映射 
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Ce 
万 (z ln), 1 科 上 < 委 力 ， 
性 十 fiQryun), mm 二 17 人 nn. 
则 f 在 Gyw)) 二 (0,… ,0) ER"t" 的 Jacobi 矩阵 是 非 退 化 的 . 适当 
选取 UU 与 5, 据 定理 3.2, 映 射 / 为 UXT,-。 到 V 上 的 微分 同 胚 .这 
样 ,只 要 取 (4)= (ww,wj) 为 gq 的 邻 域 V 上 的 局 部 坐标 系 ,也 就 是 
u;，, 1 过 /1， 
. a mm 十 1 Ln 
不 难看 出 ,flw 二 了 wxio.….o. 这 正 表明 ,f 在 新 的 坐标 下 ,其 后 面 的 
n 一 m 个 坐标 为 0, 这 就 是 要 证 明 的 . 
此 定理 告诉 我 们 ,车 切 映 射 f .在 点 p 是 单一 的 , 则 映射 /在 
Pp 点 附近 也 是 单一 的 . 
定义 3.2 设 和 M,N 为 两 个 光滑 流 形 , dimM = m,dimN 二. 
若 存 在 光滑 映射 pq: MNN ,满足 
(1) 9 是 单一 的 ; 
(2) 在 任 一 点 pEM, 切 映射 . : TCM) 一 TrCV) 都 是 非 
退化 的 . 
则 称 (p;,AMD) 为 N 的 光滑 子 流 形 ,或 称 为 嵌入 子 流 形 ,2 称 为 嵌入 映 
射 . 若 映 射 只 满足 条 件 (2), 则 由 定理 3.2 知 ,2 仅 是 局 部 单一 
的 ,此 时 称 它 为 浸入 映射 ,并 称 (p,M) 为 漫 入 子 流 形 . 
例 3.1 开 子 流 形 . 
设 N 为 光滑 流 形 ,GCN 为 N 的 开 子 集 , 取 NN 的 C™ 微 分 结 
构 多 在 G 上 的 限制 
多 = Z|; = {UN Gyone) : (VW) E 王 }， 
它 使 G 成 为 与 N 维 数 相同 的 光滑 流 形 ,相应 于 它 的 嵌入 映射 为 恒 
同 映 射 = 二: GN,I(z) 二 x. 故 G 称 为 NN 的 开 子 流 形 . 
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例 3.2 闭 子 流 形 . 

设 (g,M) 为 n 维 光滑 流 形 NN 的 一 个 m 维 光滑 子 流 形 ,满足 

(1) gCM) 为 N 的 闭 子 集 ; 

(2) 对 每 一 个 g€ pCM), 存 在 N 上 的 局 部 坐标 系 (V,w) ,使 
2CAM) 门 7 由 方程 v4 二 0,…,v, 二 0 确定 . 
此 时 称 (P,AM) 为 N 的 闭 子 流 形 . 例如 R”*!' 中 的 单位 球面 5S" 就 是 
R"+! 的 一 个 n 维 闭 子 流 形 . 

例 3.3 取 MM=R,N=R’, 上 映射: RR 为 


Li , 
2arctant 十 一 | ,Sin2 


F(t) = 7 


则 CF,R) 为 R? 的 嵌入 子 流 形 . 


划 实 上 , 令 x 王 2arctant 十 > , 则 六 (ww) 二 (2cosz ,sin2x). 注意 


2cos 


2arctant 十 了 | 有 


到 一 本 所 arctanl 所 广 , 则 得 己 是 双方 单 值 的 ,从 而 (,R) 是 已 


的 嵌入 子 流 形 . 
例 3.4 取 M=R,N=R’, 映 射 G: MN 是 


Gt) = | 2cosl 一 到 ,SIn21 7 一 也 5 
则 (CG,R) 为 R? 的 浸入 子 流 形 ,但 非 嵌 入 的 . 
X(t) = 2cos| 一 到 
y(t) = sin2| 1 一 也 


易 见 C 不 是 单一 的 ,但 
zi2 十 yy: 一 4 sin’ 过 到 | 下 | 2eos: a 至 要 人 
故 FC) 非 退化 ,于 是 (G,R) 是 R? 的 漫 入 子 流 形 但 不 是 肉 入 的 . 
例 3.5 取 M=R,N==R, 映 射电 : MN 是 


i(t: 二 1) 二 | 
十 1 二 1/ 


H(t) = (X(t) ,y(t)) 一 | 


这 是 双 纽 线 ( 刀 十 y 关 一天 一 天 的 参数 方程 . 计算 后 得 到 
(十 (天 0， 

从 而 已 是 C "嵌入 . 但 不 难看 出 恕 “' 不 连续 , 故 五 不 是 同 凸 映射 ， 
当然 也 就 不 是 吝 入 的 ， 

显然 , 瞪 入 子 流 形 可 以 继承 原 流 形 的 微分 结构 ,但 由 嵌入 映射 
2 得 到 的 pCLM) 上 的 拓扑 结构 却 未 必 与 pCM) 作 为 的 子 空间 的 
拓扑 结构 相 一 致 ,上 面 的 例 3. 3 就 是 这 样 的 情形 . 浸入 流 形 当 然 更 
是 如 此 .为 此 我 们 定义 性 质 更 好 的 一 类 所 谓 正则 子 流 形 . 

定义 3.3 设 (yp,M) 为 光滑 流 形 N 的 子 流 形 . 若 pp : M 一 
pLM) 为 同 且 映 射 , 则 称 (y,M) 为 NN 的 正则 子 流 形 ; 或 称 g 是 MM 在 
NN 中 的 正则 手 入 . 

定理 3.3 设 (g,M) 为 N 的 光滑 子 流 形 . 则 (gp,M) 为 N 的 正 
则 子 流 形 , 当 且 仅 当 (g,M) 是 N 的 一 个 开 子 流 形 的 闭 子 流 形 . 

证 充分 性 ， 只 要 证 明 入 的 任 一 闭 子 流 形 必 为 正则 子 流 形 . 

也 只 需 证 明 在 闭 子 流 形 的 定义 中 的 映射 p: Mp(CM) 站 VY 有 连续 

的 逆 映射 5“: pCM) 一 MM. 

设 4A 是 NN 的 开 子 流 形 , (yp,M) 是 4 的 闭 子 流 形 . 不 失 一 般 
性 ,就 设 A==N. 对 于 每 个 p€ M,q 二 pg(p)E qlM), 取 NN 的 局 部 华 
标 系 (V ,vj) .使 gCM) 人 VV 由 方程 

Vntl 二 "一 v, 二 0 
确定 .给 出 PEM 的 局 部 坐标 系 (U ,wi) ,使 得 gCU)CV. 作 坐标 平 
移 后 ,可 设 
ui(p)=0,1<im, vi(qg) = 0, 1 三 kn, 
且 设 V 是 和 N 中 的 开 立 方 体 
V= {vv,): lvl 6}, 6>0. 

显然 pCU)Cop(CM) NV. 

由 假设 , (gp,M) 是 NN 的 光滑 子 流 形 , 故 欲 证 其 为 正则 子 流 形 ， 
只 需 证 明道 映射 六 ' : VCM) 一 M 是 连续 映射 . 亦 即 证 明 , 对 任 一 
邻 域 U ,在 在 5. 放 0, 使 得 方 体 V= {vi, 0 ) | vi | << 0 ) 与 
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EF 


9CM) 的 交 WU) 人 满足 
2 "(pM) 门 了 CD 
其 实 , 由 vw; 的 选取 知道 ,在 gCM)CV 中 的 局 部 坐标 为 

Vt = = vy, = 0， (3. 1) 
因此 映射 pq 在 U 上 的 限制 ov 可 局 部 地 表示 为 
Wj 一 gil)，1 委 JJ/ 委 7 
ee ml 二 kn， 9 

这 样 ,我 们 有 : 
DCP OP,) 


DC 9 0 ) “j=0.1jEm 
利用 R” 中 的 反 珊 数 存 在 定理 ,存在 0 和 0<3, 使 (3.2) 式 中 第 一 
组 六 个 方程 有 反 国 数 局 一 矶 (wo 雪上 委 如 ,其 中 | < ,1 
委 J 魏 史 , 从 而 包含 关系 式 
pgM) NV CU 
成 立 , 故 yi! 连续 . 充分 性 得 证 . 
必要 性 . 设 (g,M) 为 NN 的 正则 子 流 形 ,利用 定义 与 定理 3. 2， 
任 取 PEM 及 其 邻 域 U, 存 在 4==p(p) 在 NN 中 的 邻 域 V, 使 得 
287) 一 PCAMImnY7Y ,2 为 到 的 同 胚 有 映射 .按照 第 一 章 &%7 中 秩 
定理 证 明 的 思路 可 得 ,存在 pb 点 的 局 部 坐标 系 (U sw) 与 49 点 的 局 
部 坐标 系 (V,,v)) ,使 得 gLU6)CV,, 且 yli, 可 表示 为 
Pug sn) = (Ul Un 0, ,0). 
其 中 U,CU,V,CV. 从 而 亦 有 YU,) 二 pM)CV,, 并 且 pCM)CV, 
也 由 方程 w+r 一 … 一 内 一 0 确定 . 
现在 我 们 构造 入 中 的 一 个 子 流 形 W ,使 得 (gp,M) 为 W 中 的 
闭 子 流 形 . 
对 于 gE gplM), 对 按 上 一 步 所 得 的 开 邻 域 V,, 令 
w= [jv,, 


中 
下 Ea MD) 


天 0. 


见 : 


SL 
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(1) WCN 为 开 子 集 , 且 gCM)CW; 

(2) W 是 NN 的 开 子 流 形 ; 

(3) gM) 为 W 中 的 闭 子 集 . 
我 们 只 证 明 (3). 为 此 也 只 和 需 证 明 gM) 由 W =pgCM). 

显然 ,pCM)CpCM) 站 W 成 立 . 

反之 , 任 取 sEqLM)CW ,存在 gE 9LM) ,使 得 sEV,. 由 W 的 
构造 知道 ,PCM) V, 是 V, 中 的 一 个 坐标 面 ,所 以 它 是 V, 中 的 闭 
子 集 . 不 难看 出 

HM) NV, = pM) NV,. 
于 是 sEYMJmyV, 蕴涵 sE YCMD 作 V,, 这 里 gMD 间 V, 是 gCM) 中 
V, 在 V, 中 的 相对 闭 包 . 现在 得 到 s€ ygLM) 站 W 蕴涵 
KM) NV, CC pM), 


故 pCM) 门 W ==g(M). 必要 性 得 证 . 定理 证 完 . 

我 们 给 出 正则 子 流 形 的 两 个 基本 性 质 . 

定理 3.4 设 (p, AM) 为 N 的 光滑 子 流 形 . 若 M 为 紧 流 形 , 则 
2: MN 为 正则 嵌入 . 

证 ”其实 ,op(M) 作 为 N 的 拓扑 子 空间 是 一 个 Hausdorff 空 
间 , 而 9: M->p(M)CN 是 紧 空 间 M 到 Hausdorff 空间 的 一 一 连 
续 映 射 , 所 以 它 是 同 胚 , 亦 即 (yp,M) 是 NN 的 正则 子 流 形 . 

定理 3.5 设 M 为 m 维 紧 光滑 流 形 , 则 存在 整数 nEN, 以 及 
一 光滑 映射 p: M 一 R" ,使 (yg,M) 为 R" 的 正则 子 流 形 . 

证 因 M 为 紧 流 形 , 故 存在 M 的 有 限 开 履 盖 (V;};-,, 使 得 V; 
(1 声 j 志 7) 是 紧 的 , 且 每 个 Vj; 包含 在 某 个 坐标 系 (UVj,u”) (1 二; 志 
m) 的 邻 域 0; 中 . 利用 拓扑 学 基本 定理 ,存在 开 集 Wj, 使 得 

VCW,CWCU, 
再 据 本 章 习 题 9, 对 每 个 j,1 志 j 志 7 ,存在 M 上 的 光滑 函数 广 , 使 
得 0 委 广 委 1 ,并且 有 
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1， 所 V,, 
f;(p) -| A 
0, pW,. 
定义 MM 到 R" 上 的 n=r(m 十 1) 个 光滑 函数 : 
0 一 三 ， 
| Pp)*: ， J U,, 3.3 
zp) = ee ee 
0， p 多 U;, 
. 其 中 1 委 ) 委 一 视 (z 好 ) 为 玉 中 的 点 , 则 (3.3) 式 给 出 一 个 映射 
| 9p: M—R". 


我 们 证 明 (g,M) 是 R" 的 嵌入 子 流 形 . 
事实 上 ,对 于 P,gEAM, 在 有 WP) 一 9%9g), 则 
Xp) = xilg), ri(p) = ri(g), 1 Rim, 
其 中 1 委 ) 委 ”~ 由 于 {Vj}) gjs;: 是 M 的 有 限 开 袍 盖 , 故 存在 ,1 二 k 碾 
,使 pEVi, 从 而 得 到 
fi= x(qg) = x = fi(p) = 1, 
ut (gq) =u (pp), lm. 
这 表明 gE€EUi, 且 gq 和 zp 在 Us 中 有 相同 的 局 部 坐标 ,所 以 p= 二 gq, 故 
映射 是 单一 的 . 
另 一 方面 ,存在 wp,1 委 Ap 魏 ”~, 使 pEVi, 因 此 f,(p)==1. 于 是 
并 且 
Xt Th) 
axial ) | 
这 表明 切 映 射 p. 在 点 p 是 非 退 化 的 ,因此 (gp,M) 是 R' 的 诬 入 子 
流 形 . 最 后 ,由 定理 3. 4 得 到 本 定理 的 结论 . 
子 流 形 还 有 一 些 其 他 性 质 ,我 们 不 详 述 了 . 


]. 


$4 外 代 数 


为 了 进一步 讨论 流 形 上 的 微分 与 积分 ,我 们 介绍 张 量 积 、 张 
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量 . 张 量 代 数 及 外 代数 ,除了 在 下 面 两 节 中 有 应 用 外 ,这 部 分 内 容 
在 微分 几何 学 .调和 分 析 、 群 表现 理论 ,以 及 微分 方程 等 数学 分 支 
中 也 有 广泛 的 应 用 . 


4.1 张 量 积 


设 V,W 为 数 域 K(C 或 R) 上 的 线性 空间 ,V' 与 W' 为 V 与 
W 的 对 偶 空 间 . 由 于 V 上 未 必 有 拓扑 结构 ,因此 V' 只 是 V 到 KK 
上 的 线性 上 映射 所 成 的 线性 空间 ,我 们 将 它 记 为 L(V;K), 以 区 别 
se(XiY) ,后 者 在 第 一 章 中 用 作 连 续 线性 映射 空间 . 显然 了 也 是 
K 上 的 线性 空间 ,并 且 当 V 为 有 限 维 时 ,V ' 与 它 具 有 相同 的 维 数 . 

定义 4.1 V' 与 W' 中 的 元 v' 与 w' 的 张 量 积 v' Cw’ 是 积 
空间 VXW 到 KK 的 二 重 线性 映射 v' Crw”: VXW 一 KK ,满足 

vv” Ow vw) = Vw’ (WwW) = (vv (ww ), 

其 中 心 ,w)EVXW, 而 v' (wv)== 《vyv') 为 v' 在 vv 的 值 ,w* (w)= 
(zz ) 为 w' 在 w 的 值 . 显然 
v" Ow’ ELV x WK)ELOV,W,;K). 
空间 V' 与 W' 的 张 基 积 为 由 形 如 vw' 的 张 基 积 所 张 成 的 KK 
上 的 线性 子 空 s 间 , 记 为 V @W' ,并 且 称 vrw' 为 V "WW 中 的 

单项 式 . 

设 V 与 W 为 有 限 维 线性 空间 , dimV 一 产 ,dimW 二 .又 设 
(of :1 世 j 志 mm) 与 {67 : 1 上 nn}) 分 别 为 人 与 多 的 基底 . 则 
易 证 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 4.1 V'@W' 为 mXn 维 线性 空间 ， 其 基底 为 (a; @ 
0 :1 委 ) 委 mm 1 委 4 魏 2) ;并 且 有 

V* WOW’ = ,W;K). 

事实 上 .只 要 证 明 任 一 sEV'@W' 可 表示 为 (ai oO 人) 的 线 
性 组 合 , 并 证 明 {a); @br } 是 线性 无 关 的 就 够 了 . 这 个 证 明 留 给 读 
者 . 

现在 利用 对 偶 空 间 的 张 贡 积 来 定义 V 与 W 的 张 量 积 . 
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定义 4.2 设 V,W 为 有 限 维 线性 空间 . 我 们 定义 V@W = 
CV")"COW')' 为 V 与 W 的 张 量 积 . 当 V 的 基底 为 {a)})%-,,W 的 
基底 为 {4.}i- /时 ,VW 的 基底 为 {aj@9bi : 1j 和 m1 二 hn) 
并 且 也 有 


VOW= LV ,W’,K). 
据 定理 4.1 与 定义 4.2 有 
定理 4.2 VOW 与 V*OW’ 互 为 对 偶 空间 ，; 
VW = (V CO W)'*, 
其 中 元 之 间 的 对 偶 运 算 定义 为 
的 mr Bw) = vv) (wrw' ). 
直接 用 定义 验证 即 可 . 
现在 给 两 个 例子 . 
例 4.1 求 矩阵 的 张 量 积 . 
设 4=(o) ,23 一 02) ,分 别 为 xXm 矩阵 与 >Xs 矩阵 ， 注意 到 
A' 与 B8' 分 别 为 m Xn 与 ;Xr 和 矩阵 , 故 


anB QnB 
全 
Qu B Es Qn Bb 


Bnd 3 BA 
PE | 


BA “0. B.A 


一 般 说 来 ,AXB 与 BX4 并 不 相等 . 

例 4.2 设 V=",W=R”, 其 基底 分 别 取 标准 自然 东 底 . 试 
求 Y GOW 的 标准 自然 基底 . 

把 Y= 尺 与 多 = 及 的 标准 自然 基底 分 别 记 为 列 向 量 的 形 
式 : 


0 
0 : 
el 二 11 个 ， ves e, = 个 


. nn 人 个， 
: 0 | 
0 1 
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0 
E, 一 . 放 个 ， 4**，， én 二 个 ， 


0 
于 是 , 取 V' 与 W' 的 标准 自然 基底 分 别 为 
er (1,0,*… ,0),， e 一 (0,.…,0,1), 
一 一 一 一 一 一 


与 
er 一 (1,0,.… ,0)， Em = (0,..…,0,1). 
mi m 


由 于 
er (e) = 0, 2 (2) = bu, 
经 过 简单 推算 ,我 们 得 到 V'@W' 的 标准 自然 基底 ej Ce 为 
er Or 一 (1,0, 0310，…,0;…30，…，0)， 


n 7 n 
OO 
nm 


er C9 2? 全 (0,1, ,03;0，… 03…50， 0)， 


用 好 
-一 -一 一 一 一 
nm 
9 


1 所 于 
ee 


[2 


[i nn nn 
CE 
i 


n 上 于 
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e, 0 a 一 (0,-: 0 0，,，…， “0 ;0,**,0 1). 


ee hn 1 


现在 给 出 一 个 有 用 的 定理 

定理 4.3 设 h:VXW—>V6W 为 映射 h(v,rw)=v6dw ,vuE 
V.wEW,Z 是 K 上 的 线性 空间 , 则 对 每 个 二 重 线性 映射 / :VX 
W 一 2Z, 存 在 唯一 的 线性 映射 g : V@OW->2Z, 使 得 /=g。h. 

证 对 于 h:vXw>v69w, 构 造 满足 如 下 关系 的 映射 g : V 
WW—2.: 

g(v Ow) 一 Sv a, ,0)， 1 二 ?nl jm， 


其 中 {a 分 别 为 V 与 W 的 基底 ， 而 wv 与 wj 是 v 与 w 关于 
对 于 wv 二 > via; EV,w = > wb; E W, 有 


g(v C09 w) | S66 CO > wo 一 gl Dwwaib] 
i=1 j=| i 
一 > vnwjg (ai CO 0,) 一 > vwf a, ;0)) 
i i 
一 2 f Cviai wb)) 一 /| Zviai, oo 


=/(v,w). 

故 g 由 /唯一 确定 , 且 /=g。h : VXW->2Z. 定理 得 证 . 

这 个 定理 的 意义 在 于 , 它 把 VxXW 上 的 二 重 线 性 映射 了 转化 
为 两 个 线性 映射 g 与 h 的 复合 ;并 且 , 据 定理 4. 3 可 得 

定理 4.4 L(V,W;2) 与 (VW ;2Z) 同 构 . 

张 投 积 的 定义 可 以 推广 到 个 线性 空间 的 情形 , 即 可 以 类 似 
地 给 出 VIC@…6V; 与 V1 的 …@V, 的 定义 , 且 定理 4.3 也 有 推 
广 的 形式 . 请 读者 自行 完成 . 
4.2 ” 张 量 与 张 量 代数 


把 线性 空间 V 的 对 偶 空 间 V' 视 为 W, 据 定义 4.2, 可 以 定义 
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它们 的 张 量 积 ,这 种 张 量 积 以 及 其 中 的 元 在 很 多 学 科 中 都 要 经 党 
用 到 . 
定义 4.3 设 V 为 数 域 K 上 的 维 线性 空间 ,V 为 其 对 偶 空 
闻 , 张 量 积 
一 YY OV (r,s 之 0) 


中 的 元 称 为 (r,*) 型 张 量 , 称 > 为 张 量 的 反 变 阶 数 ,s 为 其 协 变 阶 
数 . 特别 地 , 张 量 积 Vi=V 四 …@Y 中 的 元 称 为 > 阶 反 变 张 量 ; 
Vo 王 V 办 …GQY ' 中 的 元 称 为 * 阶 协 变 张 量 . 我 们 约定 Yo 
(ej) 和 与 fe? ) 污 为 V 与 V' 的 基底 , 易 知 
(0 BBe BBD), li oe en 
为 V 的 基底 . 
因为 六 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 故 Y 中 的 元 之 间 的 加 法 与 
数 乘 运算 是 已 经 有 定义 的 . 此 外 ,我 们 可 以 定义 (rs 型 与 (raysz) 
型 张 呈 的 “乘法 ”( 下 面 读者 会 看 到 ,为 什么 要 在 其 上 定义 元 之 间 的 
乘法 运算 ?). 
定义 4.4 ee y 的 积 为 
XO YU ss Ur Vs “Uap 
= XV VD se) (or 
由 定义 可 知 ,(riysi) 型 张 量 与 (raysz) 型 张 量 之 积 为 (十 王 ,51 十 52) 
型 张 量 . 显然 , 张 量 乘法 满足 结合 律 . 
定义 了 乘法 运算 之 后 ,可 以 考虑 线性 空间 的 张 量 代数 结构 ， 
记 7"(V)==Vs, 作 直 和 
0 = T°V)OTV) DOTAV) 四 … 


每 1 个 元 ze (V) =T(V), 有 唯一 的 表示 z+ 一 x ,7 ET(V). 


这 里 无 限 项 直 和 定义 为 ， 此 和 中 除 有 限 项 外 其 余 项 全 为 0, 但 是 x 
的 非 零 项 的 位 置 随 z 而 不 同 . 
易 见 ,IT'(V) 关 于 乘法 运算 是 封闭 的 . 因此 7T'(V ) 关 于 元 的 加 
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Bi ，; 


法 (十 ), 数 乘 (a， ) ,乘法 ( 罗 ) 成 为 一 个 代数 . 我 们 称 它 为 线性 空间 
V 上 的 张 量 代数 . 同样 可 以 定义 直 和 
TV ) = >TOV')， 其 中 Tr(V')=V. 


r 完 0 


7 (Y ' ) 关 于 加 法 (十 ), 数 乘 (a，) ,乘法 (多) 成 为 一 个 代数 ,并 
且 了 TV ') 与 T(V) 彼 此 互 为 对 偶 , 它 们 的 元 v1@…@v, 与 由 四 … 
cov” 之 间 的 对 偶 积 定义 为 

(vi Ov Bo Ov = (vv vv ), 

其 中 vjEV,v) EV'". 

现在 我 们 记 (C7) 为 人 1,…,r) 的 置换 群 , 即 

“ 1 2 soem rr 
(全 a a :1 hk, ,kr). 
对 每 个 XE1™(V), 定 义 ol(z) 为 满足 
OTIC yd ) = TV) Vv EV' 
的 7"(7) 中 的 元 . 于 是 对 每 个 o€ 9647), 决定 了 1"(V) 上 的 一 个 自 
GZ 十 y) = 二 ox) 二 ol(y), olar) = ao(z). 
定义 4.5 设 xET"(VY), 若 对 任意 vcE2 (0r) ,都 有 
o(X) = ， 
则 称 x 为 对 称 x 阶 反 变 张 量 ;车 有 
1， 5 为 偶 置 换 ， 
o(X) 二 sgnao， x， 其 中 sgno = 0， go 为 奇 铝 换 ， 

则 称 x 为 反对 称 x 阶 反 变 张 量 . 

定理 4.5 设 rE€7"(V), 则 zz 为 对 称 肥 变 张 车 的 充 要 条 件 是 
它 的 分 其 关于 各 指标 是 对 称 的 ;而 x 为 反对 称 反 变 张 量 的 充 要 条 
件 是 它 的 分 量 关 于 各 指标 是 反对 称 的 . 

证 ” 取 线 性 空间 V 的 基底 {e1,…,e,), 则 当 xz 是 对 称 反 恋 张 
量 时 ,对 任 一 个 cE2 (0r) ,有 


En (en a sr = al Ter 67 ) ) 
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= XC) "C07)) 


对 反对 称 情形 的 结论 可 类 似 得 到 . 

用 记号 

PV)= {x ETV) :or =7, VoE FO)) 

表示 7 阶 对 称 反 变 张 量 的 集 , 用 

AV)= {rET(V): az) 一 sgnoz YoE SCr)， 
表示 7 阶 反对 称 反 变 张 基 的 集 . 

因为 置换 c : TT(V) 一 T"(V) 为 自 同 态 , 故 PT(V) 与 hr(V) 是 
7T"(V ) 的 线性 子 空间 . 

定义 4.6 对 XE7T"(V), 令 


Sz) = or), Alr) = 5 sgno alr), 


"gE (rr) *oEY (r) 
则 SC(z7 和 4.(z)ET OV). 我们 称 S,(z) 为 对 称 化 算 子 , 称 A,(x) 
为 反对 称 化 算 子 . 


定理 4.6 PP-(V)=S.(T"(V)) AN(V)=A,(T"(V)). 
证 ”只 需 验证 :对 任意 rE2(r), 有 
tS,(7)) = Sr), rlA,(z)) 一 sgnr。A4.(Cz)， 

请 读者 自行 验证 . 

以 上 讨论 可 以 完全 改 为 对 7"(V' ) 进 行 ,所 得 到 的 是 7 阶 协 变 
张 量 的 结果 . 定义 与 结论 也 类 似 . 

读者 一 定 注意 到 ,T(V) 与 T(V ' ) 是 无 限 维 的 线性 空间 . 然而 
我 们 希望 能 得 到 有 限 维 的 张 量 代数 ,这 在 应 用 时 将 是 很 方便 的 . 为 
此 ,在 下 面 小 节 中 要 引入 张 量 的 外 积 . 


4.3 外 代数 


反对 称 的 反 变 与 协 变 张 量 在 流 形 的 讨论 中 占 重 要 地 位 ， 
定义 4.7 我 们 称 反对 称 - 阶 反 变 张 量 为 r 次 外 矢量 , 称 反对 
称 r 阶 协 变 张 量 为 > 次 外 形式 .并 称 A(V) 为 -次 外 矢量 空间 ， 
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A(V ) 为 > 次 外 形式 空间 . 
定义 4.8 设 £ 为 k 次 外 矢量 ,w 为 /次 外 矢量 , 令 
EA7 = Ailt On), 
则 AyEAMTICV). 称 AD 为 与 7 的 外 积 . 
定理 4.7 外 积 有 如 下 运算 规律 : 设 ,61,&,€ At(V),y,71 ,7 
EA(V),LEAN TV) ,NM 
(1) 分 配 律 : 
(6 二 6 )A7= EA7+ 6Ay, 
EAN + 7) = EAD EAD,; 
(2) 反 交 换 律 : Aw7= (一 1)*7 人; 
(3) 结合 律 : (人 A7) A5 一 <A (7AZ)， 
证 (1) 显然 . 
(2) 因 &A7 是 反对 称 的 , 故 对 rE€E 59k 十 1), 有 
rEA7) = sgnr . EAY. 
取 
] 人 k Ek 十 1 i E 二 / 
r= |, Pr 1 ee 1 | 
则 sgnr = 二 (一 1)*, 然 后 直接 计算 A 7 vr 9 UR), 便 得 (2). 
(3〉 由 定义 ,可 写 出 
(€ A7) A“ 一 4 7 C). 
同 理 可 得 EA (7A5)= 二 Aprirn(S697695). 故 (3) 得 证 . 
定理 4.8 车 ,7€E A'(V), 则 &A7w= 一 7A&. 从 而 对 任意 EE 
A'(V), 有 &A&=0. 由 此 推出 ,车 一 个 外 积 单项 式 中 含 两 个 相同 的 | 
一 次 因子 , 则 该 式 为 0. 
这 个 定理 是 建立 外 代数 的 基本 定理 . 据 此 定理 ,我 们 有 
定理 4.9 次 数 r 大 于 V 的 维 数 的 外 矢量 都 是 零 . 亦 即 
A(V)==0 对 772 成立， 
这 个 定理 的 意义 在 于 :我 们 只 需要 讨论 空间 (VV) ,rn 的 
情形 ,而 它们 都 是 有 限 维 空间 . 
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定理 4.10 次 外 和 撩 其 空 间 作 (V) 的 维 数 是 
ni 
rin m7)! 


证 设 {ej,…,es} 为 V 的 一 个 基底 ,我 们 证 明 {e; A…Ae:1 
吉之 … 之 i, 志 4} 构成 A'(V) 的 基底 ,这 可 由 ei; 和 人 … Aei 的 求 值 公 
式 得 到 . 取 V' 中 的 任意 7 个 元 vr … ,wv , 则 ei 人 … 人 ei 的 求 值 公 
式 为 

ei A Ne Cor ry 


1 ’ : 
= 5 > Sgno °* (isUe)) eo (ei yetn 7 


o€E sr (r) 
(es UT 》 《e sv > 
3 ET 
i 
Ce; ,vr ) Ce; ,Uv 》 
特别 地 ， 
ei A Abe see ) = 二 OA， 


人 入 Kronecker 符号 : 
1， 当 方 ,… 源 互 不 相同 ,县 (方太 } 
为 位,… i} 的 偶 置 换 ， 
一 4 一 1， 当 站 省 互 不 相同 ,县 (六 ) 
为 人 1 的 奇 置 换 ， 
0， 其 他 情形 ， 
显然 , el A … Aesle? ef) 一 本 并 且 
{er A Aei}, 1 去 < in 
是 线性 无 关 的 ,这 可 由 外 积 的 定义 与 性 质 直接 证 明 . 从 而 A(V ) 的 
维 数 是 一 二 


ri r)! 
定义 4.9 设 
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1 a ' 
让 


A(V) = > 人 (7)， 
r=0 


则 A(V) 是 数 域 K 上 的 2" 维 线性 空间 ,并 且 关 于 加 法 . 数 乘 与 外 
积 运算 成 为 一 个 分 次 代数 , 亦 即 4(Y) 是 一 列 线性 空间 A'(V ) 的 直 
和 . 设 其 中 的 元 


< 一 一 六 各， 7 一 2 7 € A'(V), 
它们 的 运算 如 下 : 
(1) 外 矢 基 的 加 法 (十 ) 运 算 : 
十 7 一 >) (E+ 7 ); 


(2) 外 矢量 与 数 a€E K 的 乘法 (ae，): 


De 
(3) 外 矢 最 与 外 矢 基 7 的 外 积 ( A )， 
EA7= DE AY', 
则 ACOV) 成 为 一 个 分 次 代数 , 称 为 矢量 空间 V 的 外 代数 ,又 称 它 为 
Grassmann 代数 . 
完全 同样 的 讨论 ,我 们 定义 对 偶 空 间 Y "上 的 外 代数 
A(V') = PD AV'). 
r=0 
定理 4.11 A(V) 与 A(V') 互 为 对 侦 空 间 ， 
(A'(V))* = A'(V'), 
对 偶 运 算 为 
《UI A Avr vr 人 … 人 vv) 一 det ( CV; U7 ) 】 9 
其 中 vA…AvEANCV), vi A Av EA (V'). 
外 代数 是 研究 微分 流 形 的 重要 工具 . 下面 仅 给 出 两 个 简单 的 
应 用 . 
定理 4. 12 FE vs EV 线性 无 关 , 当 且 仅 当 
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viIA* Av, = 0, 
定理 4. 13(Cartan 引 理 ) 设 v,…,v, 与 wi,… ,rw 为 V 中 的 
两 组 元 ,满足 关系 


r 


> vi 人 w, = 0. 


若 v，… ,vw 线性 无 关 , 则 ws 可 表示 为 它们 的 线性 组 合 
Tw 一 Sa 1 委 & 委 7， 
并 且 QRj 一 Qi。 
证 因 ,…,w, 线性 无 关 , 故 可 将 它 扩充 为 Y 的 一 个 基底 


《Ti 399 二 19 ,7 }. 


wh 一 3 十 > Qs j. 
利用 假设 条 件 
5 人 wh 一 0， 


将 TOUR 的 上 述 表 示人 代入 , 即 可 推出 a 二 0 对 于 7 二 7 十 1] ,*… 3 成 立 ， 
并 且 当 lk ,jr 时 ,au 一 ai 


$5 外 微 分 


5.1 矢量 从 与 张 量 从 


定义 5.1 设 E,M 为 两 个 光滑 流 形 ;r : EE 一 MM 为 映 上 的 光 
滑 映射 ;V 实 R' 为 9 维 线性 空间 . 设 在 M 上 给 定 一 个 开 科 盖 {U， 
W,Z,…) 与 一 组 映射 {gu} ,满足 
(1) 每 个 gu : UXR'>x'(U) 为 可 微 同 胚 , 且 对 任意 的 (p， 
YEUXR, 有 T° pu(p,y)=y, 
(2) 对 每 个 固定 的 pEDU, 令 gv.,(y)==9u(p,y)，, 则 每 个 映射 
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gp : R' 一 x~'(p) 为 同上 及 映 射 .并 且 当 UNnmW 关 名 时 ,对 任意 pE€E 
UNwW ,映射 
Buw(p) = prs ° us: RI— R' 

为 到 上 的 线性 自 同 构 , 即 gyw(p)EGL(V), 这 里 GL(V) 表 示 大 
上 线性 自 同 构 的 全 体 所 成 的 集 ， 

《3) 对 于 UNW 关 所 ,映射 guw : U 站 W 一 GL(V) 为 光滑 映 
射 , 则 称 (E,M,p) 为 流 形 M 上 的 9 维和 撩 量 从 ,并 称 E 为 从 空间 ,M 
为 底 空间 ,rx 为 从 投影 ,V 为 纤维 型 ,x-'(p) 为 矢量 从 (E,M,7) 在 
PP 点 上 的 纤维 ,而 函数 族 {gww} 称 为 拓 量 从 (E,M,7) 的 过 渡 函 数 
族 . 

过 渡 函 数 族 满足 如 下 条 件 . 

定理 5.1 利用 定义 5.1 的 记号 ,过渡 函数 族 {gww)}) 满 足下 述 
相 容 条 件 : 

(1) 对 于 pEU,gvu(p) 为 V 到 V 的 恒 同 映射 J; 

(2) 车 PEUNMNWNZ 关 名 , 则 

guw (Pp) ° gwz(p) ° gzu(p)=T:V—V. 

其 实 , 上 述 相 容 条 件 也 是 使 {guw} 成 为 过 渡 函 数 族 的 充分 条 
件 ,因为 有 如 下 定理 . 

定理 5.2 设 M 为 m 维 光滑 流 形 ,{U,)。ew 为 M 的 一 个 开 覆 
盖 ,Y 为 9 维 线性 空间 . 车 对 任 一 对 a,BE .ex ,都 有 一 个 光滑 映射 
go :Uof1Ug>GL(V) 与 之 对 应 , 且 满 足 定理 5.1 中 的 相 容 条 件 . 
则 存在 M 上 的 g 维 矢量 从 (EE,M,7), 它 以 {gww} 为 过 渡 函 数 族 . 

证 | 构造 一 集合 

= {oa} x U, XV, 


它 是 一 个 微分 流 形 . 在 亡 上 定义 等 价 关系 ~ 如 下 : 
(a,psy) ~ (Bp' sy) Op = p EU, UV,, 
3 = y* gp). 
于 是 商 空间 天 = 丈 / 一 成 为 一 个 光滑 流 形 ,其 中 的 元 记 为 [w,p ,四 . 
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由 x([a;p,yj) 二 p 定义 一 个 映射 ": EM. 可 以 证 明 (E,M ,x) 
为 一 个 矢量 从 ,x 是 其 从 投影 ,而 函数 集 {gsa} 则 是 其 过 渡 函 数 族 . 
由 定理 可 知 , 构 造 矢量 处 ,只 要 给 出 过 渡 函 数 族 就 够 了 . 


例 5.1 平凡 从 . 
设 M 为 光滑 流 形 , 则 EE=MX RR 成 为 从 空间 . 称 这 个 矢量 从 
为 M 上 的 平凡 从 . 


例 5.2 矢量 从 的 对 偶 从 . 

设 (E,M,7) 为 一 个 矢量 从 , 取 V 的 对 偶 空间 V' , 设 (&",M ， 
r* ) 为 M 上 的 以 V' 为 纤维 型 的 矢量 从 ,w' 为 其 从 投影 . 记 五 "的 
局 部 积 结构 ( 亦 即 满足 定义 5.1 的 {0} 及 {gv}) 为 {0) 与 {gw}. 奉 对 
任 一 元 p EU NN W GB YYw 所 Y 与 AoyAw EV', 并 有 

pu psy) = Pw pryw), Yulpshu) = pwlp, hw) 
成 立时 ,总 有 yw 为) = 二 《yw,w) ,我 们 便 称 (E* ,Mr' ) 为 (E,M， 
r) 的 对 偶 丛 . 此 时 ,可 定义 两 个 纤维 mw!1(p) 与 (x" )-'(p) 之 间 的 配 
合 , 其 定义 为 
《or ps yu) ,Pulp, dv)) 一 (yo )， 

并 与 UU 的 选取 无 关 . 

现在 讨论 流 形 M 上 的 (r,s) 张 量 从 . 

设 M 为 m 维 光滑 流 形 ,pEM,T, 与 7T; 分 别 为 M 在 pp 点 的 
切 空间 与 余 切 空间 ,定义 p 点 的 (r,s) 型 张 量 空间 为 

Ti(p)=T,®…OT,OT; OL…OT;, rs0, 
它 是 x+ 维 线性 空间 . 作 一 个 隔离 并 

77 =(j7T:cp). 
PEM 
在 2 上 , 按 下 面 的 方式 (1 引进 拓扑 结构 ,使 它 成 为 具 可 数 基 的 
T; 型 空间 ;再 按 (2) 引 进 其 C" 微 分 结构 ,使 它 成 为 一 个 光滑 流 形 ， 
在 上 述 拓扑 结构 与 C~ 微 分 结构 下 ,7" 成 为 流 形 M 上 的 一 个 矢量 
从 ,就 是 所 需要 的 (r,s) 型 张 量 从 , 在 M 上 取 定 一 个 坐标 上 ,假设 
wy stn 为 局 部 坐标 . 取 7 的 自然 基底 {Cdu1)，,…, (dum)。) 与 
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ER 


7 的 对 偶 基底 


从 而 71(p) 的 基底 为 
(| 去 ) @ “uy [ 霹 | @ (du ), @ ~ 


(du;), 1&i, js Sm). 
(1) 7T; 上 的 拓扑 结构 :定义 映射 
pu:UXV= (Typ), 


使 对 任意 pEU,yEV', 有 pu(p;y) ETi(p) ,并 使 gu(p,y) 关 于 
Ti(p) 的 基底 的 分 量 与 y 关于 Vi’ 的 基底 的 分 量 相 一 致 
取 M 的 一 个 坐标 覆盖 {UU}, 相 应 的 上 述 映 射 集 为 {gu}. 现在 ， 
把 UXV:; 的 各 开 子 集 在 gu 之 下 的 像 取 作 安 的 拓扑 基 , 便 可 确定 
7 上 的 拓扑 ,使 之 成 为 T, 型 空间 ,而 且 ww 是 一 个 同 胚 . 
(2) 7 上 的 微分 流 形 结构 :对 任意 固定 的 点 PEUCAM, 定 
义 映射 
Gu,s : Vi —> 1 (p), 
使 对 yeEV; 有 z 
puply) = Pulp,y), 
这 里 gu 就 是 (1) 中 所 定义 的 . 由 此 可 知 ,gv,s 是 V' 到 Ti(p) 的 线性 
同 构 . 
设 pEWCM, 且 W 的 局 部 坐标 为 ww ，… ,rww, 令 
guw (pp) = prs ° pup : Vr—> Vi. (5.1) 
则 gow《p)EGL(CV?). 还 可 看 出 ,对 y,y EV!, 有 
Pu (py) = Pw (psy) OY = y* guw(p). (5. 2) 
利用 7', 和 TT; 的 自然 基底 及 Vi 的 基底 之 下 元 的 表示 ,可 以 证 明 ， 
映射 


guw :UMNW—GLOV), UNWASG 


为 光滑 映射 (对 ~,s 用 归纳 法 ). 
按照 (1) 中 所 给 的 7! 的 拓扑 结构 , {qu (UXV7)} 构 成 7; 的 坐 
标 开 履 盖 ,并 且 在 每 个 坐标 域 ps (UXV?) 上 ,点 gulp,y) 的 华 标 是 


(wp), 兄 攻 ) ,其 中 心 是 M 在 坐标 域 上 的 局 部 坐标 ,而 次 2 
为 yEV’ 的 坐标 ,由 于 UU 站 W 关 纪 时 gw 的 光滑 性 ,(5. 2) 式 表明 ， 
7’ 的 坐标 覆盖 是 C~ 相 容 的 . 因此 7 成 为 一 个 光滑 流 形 . 此 时 ,上 自 
然 投 影 x : T; 一 M 映射 77(p) 中 的 元 到 PE M, 它 是 光滑 的 满 射 . 

按 以 上 方法 构造 的 光滑 流 形 7; 称 为 M 上 的 (r,s) 型 张 量 从 ， 
x 称 为 从 投影 ,空间 TiCp) 称 为 从 在 p 点 的 纤维 . 称 (1,0) 型 张 量 
从 为 M 的 切 从 , 记 为 TCM); 而 称 M 上 的 (0,1) 型 张 量 从 为 M 的 
余 切 从 . 

我 们 可 构造 M 上 的 7 次 外 矢量 从 

A'CM) = UA) 


PpEM 
与 7 次 外 形式 从 
A CM') = A;). 
PEM 
由 定义 5.1 可 知 ,矢量 从 的 概念 与 张 量 从 的 构造 有 着 密切 的 
最 后 给 出 光滑 截面 的 概念 ， 
定义 5.2 设 f: M7" 为 光滑 上 映射 . 知 
nof=I:M-»>M, 
即 对 任意 pEM, 有 f(p)ETiCp), 则 称 f 为 张 量 从 :的 一 个 光 
滑 截面 ,或 称 为 M 上 的 (r,s) 型 光滑 张 量 场 . 与 $2 的 定义 比较 ,可 
见 切 从 的 截面 就 是 M 的 切 矢 量 场 . 余 切 从 的 截面 称 为 M 上 的 一 
.次 微分 式 , 而 外 形式 从 A'CM' ) 的 光滑 截面 称 为 M 上 的 -次 外 微 
分 式 ( 与 5.2 对 比 ). 
对 于 矢量 从 (E,M,7), 若 光滑 映射 S$ : M 一 EE 满足 x。5S= 
1: M>M, 则 称 S 为 (E,M,7) 的 一 个 光滑 截面 . 用 全 (EE) 记 它 的 
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全 体 光 滑 截面 的 集合 . 
5.2 外 微分 


如 5.1 中 的 定义 , 记 M 为 m 维 光滑 流 形 . M 上 的 > 次 外 形式 
从 


A'CM: ) = Wr) 


是 M 上 的 一 个 特殊 的 矢量 从 , 它 它 的 光滑 截面 所 成 的 集 记 为 
A'CM) = TA M')), 

其 中 的 元 , 称 为 M 上 的 7 次 外 微分 式 ,是 M 上 的 光滑 反对 称 7 阶 

协 变 张 量 场 . 

又 车 用 84 定义 与 记号 , 取 V=77, 则 ; 上 的 外 代数 为 

A(TY) = D200 

现在 ,可 构造 M 上 的 外 形式 从 
ACM" ) = UA; 天 


它 的 截面 所 成 的 集 TT(ACM )) 记 为 ACM), 称 ON M 
的 外 微分 式 . 显然 


TACM')) = ACM) = DI AMD), 


这 里 的 和 代表 直 和 . 因此 每 个 外 微分 式 wE ACM) 有 直 和 表示 式 
二 十 wi 十 … 十 wr”， 
其 中 必 E4CM) 为 > 次 外 微分 式 ,0 入 r 生 om. 
ACM) 中 的 元 的 运算 定义 如 下 ， 
(ww) (pp)=w (pp)w,(p), 
(aw) (p)=aw(p), 
Cw A wa) (pp)=w (pp) A wp), 
这 里 等 式 右边 的 人 是 指 外 形式 之 间 的 外 积 (§4 定义 4. 7), 这 样 ， 
ACM) 构 成 一 个 分 次 代数 , 它 是 一 列 线 性 空间 的 直 和 , 称 .ACM) 为 
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外 微分 式 空间 . 

注 1 M 的 +r 次 外 矢量 从 ACM) 与 7r 次 外 形式 从 ACM ) 是 
互 为 对 偶 的 , 且 A'CM) 与 ACM' ) 在 同一 点 PEM 上 的 纤维 之 间 
的 配合 可 由 A(T,) 与 A (T: ) 之 间 的 配合 诱导 出 来 ( 见 定理 
4. 10). 

注 2 对 次 外 微分 式 wE 4(M) ,车 取 定 一 个 坐标 域 上 U, 则 在 
相应 的 局 部 坐标 如 ,… ,un 下 ,wlv 在 U 上 可 表示 为 : 

wo 一 aiidun A … Mdui,, 

其 中 a… 是 U 上 的 光滑 函数 , 它 关 于 下 标 是 反对 称 的 ,并 且 
A A 0). 


注 3 在 流 形 理论 中 ,外 微分 式 空间 4(M) 的 重要 性 在 于 :在 
其 上 可 以 定义 所 谓 的 外 微分 运算 d, 并 且 这 种 运算 满足 d 二 0. 

定理 5.3 设 伯 为 m 维 光滑 流 形 ,ACM) 为 M 的 外 微分 式 空 
间 , 则 存在 唯一 的 一 个 映射 d : ACM) 一 A(M) ,使 得 dA'(M)) CC 
41(CM) ,并 满足 

(1) 对 任意 wws E ACM), 有 dlw 十 wo) 一 dw 十 dw,; 

(2) 设 w 为 7 次 外 微分 式 , 则 

d(w Aw) = dw Aw + (— 1)'w, Mdw,; 
(3) 若 JeE c=(CM) = A'(CM), 则 df 恰 为 了 的 微分 ; 
(4) 车 f€ A*CM), 则 d(df) = 0. 
我 们 称 上 述 映 射 d 为 外 微分 . 

证 证 明 分 为 三 步 . 

第 一 步 ,证 明 : 若 满足 条 件 (1)~(4) 的 算 子 存在 , 则 它 是 一 个 
局 部 算 子 . 亦 即 :车 w1,ws € ACM), 且 在 M 的 一 个 开 集 U 中 ,有 
wi lv 一 WwW; 1o; 则 也 有 dw |v = dw |v. 

由 条 件 (1), 只 需 证 明 wluv=0 蕴涵 (dw)1v= 二 0. 

对 每 一 个 pEU ,存在 开 邻 域 W==W,, 使 EWCWCU. 从 而 
据 流 形 上 的 Uryhson 引 理 ,存在 光滑 函数 h : M 一 R' ,满足 
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而 语 ， 


1l, pp EW, 
A( 户 ) 一 0,， pr&U, 且 0 克 hh 1. 
不 难 推 得 hw€ A(M), 且 hw 三 0. 再 由 hE A'(M),wE€ ACM), 可 得 
dhAw+ hdw = 0, 
所 以 
(dhAw)|w ++ (hdw)|w = 0. 
推算 得 (dhAw)|w = 0. 因 hlw = 0, 故 dwlw = 0. 据 pEU 的 任 
意 性 便 得 dwlu = 0. 局 部 性 得 证 . 
第 二 步 ,证明 ; 算 子 d 的 存在 性 . 
设 w€ AC(M), 我 们 首先 在 M 的 一 开 集 U 上 定义 dw. 对 于 p 
EU , 据 本 章 习题 9, 存 在 UI,CU,pEU, 并 且 存 在 定义 于 M 上 的 
函数 ,使 得 
vl 一 wlo,. 
下 面具 需 定 义 dwlo, 一 dslv ,并 注意 到 d 的 局 部 性 ,dwly 与 
名 的 选择 无 关 , 故 也 只 需 在 局 部 坐标 域 U, 中 定义 di. 又 因 A(M) 
二 (ACM")), 而 ACM' ) 是 一 个 Grassmann 代数 ,于 是 由 假设 
(2) ,只 要 对 名 是 单项 式 的 情形 定义 dj 就 够 了 . 令 
三 一 Qi i ds, A Adu; 三 adu;, 人 … Adu;， 
则 
di 一 da 人 dz; A A du;， 
从 而 便 可 定义 dwjw = dzlv .余下 的 只 要 证 明 这 样 定义 的 d 是 满 
是 (1)~(4) 的 算 子 ,通过 计算 可 以 完成 这 一 点 ,我 们 把 它 留 作 习 
题 . 
第 三 步 , 证 明 : 唯一 性 . 
利用 外 微分 算 子 的 局 部 性 以 及 第 二 步 定义 的 dw 在 局 部 坐标 
域内 的 唯一 性 ,可 得 在 两 个 坐标 域 U,W 中 有 
d(wlu) [nw 3 d(wlunwnw)) = dCwl|unw), 
dlwlw) lonw = dw lwnewnw) = d(Cwl|unw). 
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所 以 在 U 与 W 中 分 别 定义 的 外 微分 算 子 d, 在 交集 UW 上 便 一 
致 了 . 唯一 性 得 证 . 

定理 5. 4(Poincaré 引 理 ) ”d’ = 0, 亦 即 对 任意 外 微分 式 w € 
ACM), 都 有 diw = 二 d(dw) = 0. 

证 据 d 的 线性 与 其 局 部 性 ,只 要 对 w 是 单项 式 的 情形 证 明 
就 够 了 . 设 

w= aduA … Mdu,, 
据 定义 
do = da 人 dt A … Adu,. 
利用 d 满足 的 条 件 (2) 与 (4) ,对 dw 再 微分 一 次 ,立即 得 
d(dw) = d(da) A da A … A du, 
— daAd(ldua)A … 人 dx 十 … 一 0， 

定理 得 证 . . 

例 5.3 设 R 中 的 坐标 系 为 x+,y,z. 

(1) 车 了 EC™(R’), 则 

df = 对 dz 二 Yqy + 对 dz， 

且 grady = ,2). 
(2) 若 a = 4dz 十 Bdy 十 Cdz，4,B,C € C™~(R). 则 

da dAAdzr 十 dBAdy 十 dCAdz 

=| 过 一 |dy Nd 十 医 全 2 


aB a4 
I 为 jdzAdy 


jazAdz 


aC aB a4 aC aB | 


eh 
(3) 设 5== AdyAdz 十 BdzAdz 十 Cdrx 人 dy, 则 
aB aC 
D1 


crulX 一 | 


oA 
4 一 | 基 十 dzAdyAdz 
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一 (divX)dzAdyAdz. | 

这 里 久 =(4,B,C). 

由 定理 5.4 立即 得 到 场 论 中 的 基本 公式 : 

crul(gradf) = 0,， div(curlX) = 0. 

定理 5.5 设 w 是 光滑 流 形 M 上 的 一 次 微分 式 ,X,Y 为 M 

上 的 光滑 切 矢 量 场 , 则 
(XAY,dw) = XY,w) — YX,w) — ([X,Y],w). 
证 只 需 对 w 为 单项 式 w=gdJ 情形 证 明 , 我 们 留 给 读者 . 


8 6 积分 ，Stokes 公式 


6. 1 光滑 流 形 的 定向 


定义 6.1 设 MM 为 m 维 光滑 流 形 . 称 M 为 可 定向 的 , 若 在 M 
上 存在 一 个 连续 的 ,处 处 不 为 等 的 m 次 外 微分 式 w. 若 MM 为 可 定 
向 的 , 则 称 M 为 定向 流 形 , 称 ww 为 M 的 一 个 定向 外 微分 式 . 
若 M 有 两 个 定向 外 微分 式 w 与 we ,满足 
w = fw,, 
这 里 fw 之 0, 则 称 wi 与 wz 规定 了 M 的 同一 个 定向 . 
设 M 为 定向 流 形 , 其 定向 由 定向 外 微分 式 w 给 出 . 则 对 MM 的 
任 一 个 局 部 坐标 系 (UU ,uj) ,wE€E 4"(M) 可 表 为 
wl = adulA… 人 dx， a 闫 0. 
大 alv 之 0, 则 称 (U ,wi) 是 与 M 的 定向 相符 的 坐标 系 . 
定义 6.2 设 f: M->R 为 M 上 的 实 值 连续 函数 , 称 集合 
suppf = {(p E M: f(p) 0} 
为 了 的 支 集 . 若 PE ACM) 为 M 的 外 微分 式 , 称 集合 
suppp = {p E M: pp) 0} 
为 2 的 支 集 . 
定义 6.3 设 M 为 光滑 流 形 ,z 为 M 的 一 个 开园 盖 . 若 MM 的 
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任 一 紧 子 集 只 与 5 中 有 限 多 个 开 集 相交 , 则 称 2 为 M 的 局 部 有 
限 开 改 盖 . 

给 出 关于 局 部 有 限 覆 盖 的 两 个 重要 定理 ， 

定理 6.1 设 3 为 M 的 一 个 拓扑 基 , 则 存在 CZ, 使 得 2 
为 M 的 局 部 有 限 开 履 盖 ， 

证 因为 M 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 光滑 流 形 ， 它 是 局 部 紧 的 
且 有 可 数 开 基 . 故 存在 {U0,} ,使 得 

MCIJU,, 


这 里 U0; 为 开 集 ,而 其 闭 包 0 为 紧 集 . 作 有 限 并 


Pes to 


lie! 


则 P; 为 紧 集 ,满足 P; C Piri 与 (NP.=M 
为 了 构造 5, ,下面 构造 另 一 紧 子 集 序列 Q, ,满足 
P; CQ; CC Qin. (6. 1) 
其 实 , 取 Q=Pi. 设 Qi,…,Q; 已 构造 好 ,其 中 每 个 Q; 都 是 紧 
集 , 且 满 足 (6.1) 式 . 由 于 Q;U Pi+! 是 紧 集 ,因此 存在 有 限 多 个 U。， 
1 委 w 委 ,使 


Q; U Piri cUv.. 
Qi Tr (Uj Cy 
1] 所 a 委 * 


则 不 难 验证 Qi 满足 (6. 1) 式 (作为 习题 ), 且 
QCQ 以 及 UeQ=M. 
对 于 每 个 i,1<i<o0, 令 六 
Li=Q— Qi, K, 一 QQ 一 Qi-， 
并 约定 Q_,=Qu= 弛 .显然 大 为 紧 集 ,天 为 开 集 , 且 LCKi. 于 是 
对 每 个 i ,存在 VEZE，1 志 qr; ,使 得 
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由 Uz=U (Qi 一 8Q-)= 凯 Q = M, 得 知 
: B= {V1<Ce<mi<i<e) 
是 三 的 一 个 子 履 盖 . 
最 后 证 明 5 是 局 部 有 限 的 . 
对 每 个 紧 子 集 4CM, 由 于 
UO = Ps 
I&jei 


存在 iEN ,使 得 ACP;CeQ,, 而 当 k 宇 i 十 2 时 ,有 
天 4 = Qi = Qi-: GE 5 一 Q， 
故 推 知 Ki 门 Q; 二 多 ,而 且 对 所 有 的 ec(1 委 c 委 m) ,与 对 所 有 的 之 
i 十 2, 下 趟 皆 成 并 
V2 NACK,NMNeQ,= 区， 

从 而 5 中 与 4 相交 的 集 至 多 有 有 限 多 个 . 定理 得 证 . 

定理 6. 2( 单 位 分 解 定 理 ) 设 三 为 光滑 流 形 M 的 一 个 开办 
盖 . 则 存在 M 上 的 一 族 光 滑 函 数 {g.} ,满足 

(1) 对 每 个 ,有 0 委 g 委 1, 且 suppg 为 紧 集 ,并 且 存 在 开 集 
W;E 5, 使 得 

suppge C W'; 

(2) 对 每 个 p€ MM, 存 在 邻 域 U, 使 U 只 与 有 限 多 个 支 集 
SUPPB'a 相交 

(3) Dg =1. 


我 们 称 {g。) 为 从 属于 开 覆 盖 三 的 单位 分 解 . 

证 因 M 为 光滑 流 形 , 故 存在 M 的 拓扑 基 5, 二 {U.} ,对 每 个 
a 满足 : 

(a) UL。 是 坐标 域 ; 


(b ) Us 为 爱 集 ， > 


(c) 存在 W;EZ, 使 得 UCW.. 
据 定理 6.1,z 有 局 部 有 限 的 子 履 盖 . 不 失 一 般 性 ,就 设 2 为 该 局 
部 有 限 开 覆盖 , 且 由 M 满足 第 二 可 数 公 理 , 可 设 
一 《2 
用 归纳 法 不 难 证 明 ,3 中 的 U。 可 收缩 为 V。, 使 得 : 
(d) {(V。} 仍 然 构成 M 的 开 覆 盖 ; 
(e) VCU.. 
利用 定理 6. 1 与 本 章 习题 9, 存 在 M 上 的 光滑 函数 h。, 使 得 
hp) = ee 0O<a<l. 
0, pp &U,, 
于 是 有 supph,CU,. 
另 一 方面 ,由 M 的 局 部 紧 性 ,对 每 个 p€ M, 存 在 邻 域 U0, 使 U 
为 紧 集 . 据 假 设 ,3 为 局 部 有 限 , 故 0 仅 与 2 中 的 有 限 多 个 邻 域 
相交 ,因此 和 式 2 (p) 中 仅 有 有 限 多 项 不 为 零 .于 是 ,h = 2 


在 M 上 有 定义 ， 且 为 光滑 函数 
据 (e)， Uv. CM, 每 个 p E€ MM 都 对 应 于 某 个 指标 a, 故 hCp》 
0 
ga = h,/h. 
则 g。 是 M 上 的 光滑 函数 ,而 且 {g。} 是 适合 定理 条 件 的 光滑 函数 
族 . 定理 得 证 . 


6.2 外 微分 式 的 积分 


设 M 为 m 维 的 定向 光滑 流 形 . 我 们 首先 定义 M 上 的 m 次 外 
微分 式 pg € ACM) 的 积分 . 
取 一 个 与 M 的 定向 相符 的 坐标 开 覆 盖 2={W;} ,以 及 一 个 从 
属于 三 的 单位 分 解 {go). 设 PE4CM) 具 有 紧 支 集 . 则 
=| Da.)o= 2 8.9, 
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Bi dm ， 


并 且 supp (gs9)CsuppgoCCWi,W,;E 5. 于 是 对 每 个 Se.9, 和 定义 它 在 
-M 上 的 积 


| gw= | gp= | fu sun) du da,, (6. 2). 
M WwW, w, - ， 


上 式 右边 积分 是 Riemann 意义 之 下 的 ,而 Fu，…，,z)dxe 人 … 
人 dx 是 go92 在 关于 多 , 中 的 坐标 系 wi，,… ,zu 的 表示 . 我 们 证 明 ， 
(6. 2) 式 右边 的 积分 与 Wi 的 选择 无 关 . 
事实 上 , 取 两 个 W, 与 多 ,使 得 
Supp(S&ePD) CC W,, 
supp(&。p) CC W,. 
取 相 应 的 局 部 坐标 系 {u} 与 {v;} ,使 与 M 的 定向 相符 .于 是 


DC ye ,Um ) 


天 之 By 0. 
今 

gp = /dx A Mdu,, 

gp = f dviN : 人 du 
则 由 


/du A … Adxo = gep = f duhA … 人 du。 
得 f= .1/, 且 因 .7 之 0, 我 们 有 
supp/ = suppf = supp(gsp) CC W,; N WwW,. 
由 Riemann 积分 的 变量 代 换 公式 推出 
Jone dz 人 … 人 dc， = J Jdu A … Nd, 


= | _ fdu 人 … 人 du . (6. 3) 
WN WwW; | 


这 表明 (6. 2) 式 右边 的 积分 与 W; 的 选择 无 关 . 
进而 ,由 于 支 集 suppy 为 紧 集 , 故 它 只 与 有 限 多 个 suppg。 相 
交 , 这 蕴涵 和 式 9g = 二 》) (g.9) 只 是 一 个 有 限 和 ,从 而 
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| = 5)| er (6. 4) 
有 意义 .还 需 证 明 (6. 4) 式 与 单位 分 解 {g.} 的 选取 无 关 . 事实 上 , 取 
两 个 单位 分 解 {g。} 与 (zs) ,推演 如 下 : 
5 | Ber- 5 | 可 Dg 一 > 5 | ez 
Bb 8 a 月 a 
二 5)| zey= 导 | 习 zen 
a 加 a 月 


一 5 | em 
于 是 我 们 可 以 给 出 如 下 定义 . 
定义 6.4 设 M 为 mm 维 定向 光滑 流 形 . 若 PE 4(M), 且 
suppy 为 紧 集 , 则 称 由 (6. 4) 式 定义 的 表示 式 | ,9 为 9 在 M 上 的 积 
分 . 
由 定义 可 知 , 具 紧 支 集 的 m 次 外 微分 式 的 积分 具有 线性 性 
质 ， 


| + 一 | ,十 | 92; 
M M M 


en 
M M 


可 以 看 出 ,车 suppp 只 落 在 一 个 坐标 域内 , 则 | ,9 恰 是 普通 的 
Riemann 积分 ,所 以 这 里 定义 的 积分 是 Riemann 积分 的 推广 . 

请 读者 思考 一 个 问题 , 若 suppp 非 紧 ,但 它 可 测 ,应 当 如 何 定 
义 | p 呢 ? 

其 次 定义 M 的 次 外 微分 式 9 的 积分 ,这 里 之 7. 

仍 设 suppy 为 紧 集 , 设 入 为 M 的 w 维 赚 入 子 流 形 ,h:N 一 M 
为 V 到 M 的 一 个 嵌入 映射 ，A” :Ts 一 72 为 的 微分 ($2 定义 
2. 5) ,而 h" 9 是 维 子 流 形 N 上 的 x 次 外 微分 式 , 且 具 有 紧 支 集 , 故 
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了 风 有 站 


积分 |,h"p 有 定义 ,我 们 就 把 9 在 子 流 形 4CN) 上 的 积分 定义 为 
次 外 微分 式 ”的 积 
定义 6.5 M 的 次 外 微分 式 p 的 积分 ,定义 为 它 在 维 子 
流 形 hCN) 上 的 积分 
jr = j 


我 们 讨论 流 形 M 上 的 Stokes 公式 作为 本 章 的 结束 . 为 此 引 
入 M 上 的 带 边区 域 的 概念 . 

边界 点 定义 为 :p EM 称 为 DD 的 边界 点 , 若 存 在 p 的 坐标 系 
(U ,wu), 使 得 wu(p)==0 且 UNMND= {gEU :ws(g) 之 0}. 这 样 的 坐 
标 系 (U ,wu) 称 为 边界 点 p 的 适用 坐标 系 . 常 称 带 边 区 域 D 的 边界 
点 B8 为 DD 的 边界 . 

定理 6.3 设 M 是 m 维 光滑 流 形 ,D 是 边界 为 B 的 带 边区 
域 , 则 边界 B 是 M 的 正则 谍 入 闭 子 流 形 . 车 M 是 可 定向 的 , 则 B 
也 是 可 定向 的 . 

证 明 可 由 定义 与 局 部 坐标 系 之 间 的 关系 推 得 . 请 读者 自行 完 
成 . 

现在 证 明 流 形 上 的 Stokes 公式 . 

定理 6. 4(Stokes 公式 ) 设 刀 为 六 维 定向 光滑 流 形 M 中 的 
带 边区 域 ,3D 为 其 边界 .车 w 为 M 上 的 具 紧 支 集 的 m 一 1 次 外 微 
分 式 , 则 


| du 一 | 2 (6. 5) 
者 9D 二 人 , 则 规定 (6. 5) 式 右边 的 积分 为 零 . 
证 取 (U0i}) 为 与 M 定向 相符 的 坐标 覆盖 ,{g。} 为 从 属 的 单位 
分 解 . 利用 
w 一 D8 
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《注意 ,此 分 解 式 的 右边 只 有 有 限 多 项 ) ,就 只 需 证 明 对 每 个 a 有 


| d(gaw) = | Egat. 
p a 


取 局 部 坐标 系 (U ,z) , 设 
w= TN Dadu A we Md A» 人 Ada， 
其 忠 是 UU 上 的 光滑 函数 ,而 记号 < 一 ”表示 名 中 不 含 du 故 
du= | D9 Rs) du A ~ N du (6. 6) 


不 失 一 ER 考虑 a2D 门 0 = Gj 与 9D 由 U 关 多 两 
种 情形 : 
情形 一 ， 若 9D 站 0= 名 , 则 


| w 一 0. 
a 


故 只 需 证 (6. 5) 式 左边 为 0. 
其 实 , 当 UCM 一 D 时 , (6. 5) 式 左边 显然 为 0. 当 UCHM 时 ， 
我 们 有 
| an 一 > | Sidu, 人 .… 人 dr， 


J 一 1 


二 or 
三 总 Be -du,,, 


上 式 第 二 个 等 号 右边 成 为 Riemann 积分 . 作 R”" 中 的 立方 体 
= {Ixz|<K:1<&igm)}, 
使 得 UCC. 把 w 连续 可 微 地 扩张 到 C 上 ,定义 : 
&; = (6. 7) 
0， 在 C 一 U 上 . 
故 


ad, 
Ci 二 ft ee 
| 5 -一 :dx …dt。， = 上 Be de dz 


K {98, -一 
一 | | | Didu,| da du;*"* dn 
talSK viz —K\ Mj 


98 


内 层 积 分 


2 
| ddw 一 dius su ts KR ,ur it) 
5 dj;(u) 9 Uj K ,uj Un) 
= 0. 
从 而 (6. 5) 式 成 立 . 


情形 二 . 若 aDMC 和 好, 则 
UND= {gE€EU :uu,(g) > 0}, 
UNaD= {gE€U:u,(g9) = 0). 
取 方 体 C= {0<&w, 志 KK, |u| 寺 K : 1 志 i 志 m 一 1,), 即 w 在 上 半空 
则 . 显然 当天 充分 大 时 ,UND 落 在 C 的 内 部 与 边界 w= 二 0 的 并 
集 内 . 也 如 (6. 6) 式 中 那样 延 拓 aj, 并 仍 用 w 表示 这 个 延 拓 , 则 


aD uNan 


2 Daau 人 Ad- MN du 
天 -二 
=| aidas A … 人 dr 
rrnap 


一 | asdul 人 dz 人 … 人 dr， 
Map 


[4 


十 (一 | ao-_ida A 人 dry 人 dr 
xnap 

人 | ee 
unNap 


== (— ye Qnmndu A ss 人 dx- 
UNap 


- | Qn U9 Um 0 du du, 1. 
lal&K ,EiEm 1 


另 一 方面 ， 
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‘EE 


’ 
i 


[LE 
> | 一 dz， 人 A dz。 


j 一 1 


| ,d= | dw = 
p uNp 


3 


同 前 理 可 推 得 3 二 0. 对 于 j= 二 m, 有 


i=] 


be Bd 人 i A du 


5 | [ce (urs uni KR) 
[DE 
一 一 - dm (UI °° sm 190) da dz 
3 | dm (Ul 9*** gm—1 ,0)dzi…dz 1. 
PRES .HE 


由 此 证 得 (6. 5) 式 成 立 ,Stokes 公式 得 证 . 
这 个 公式 把 经 典 微 积分 中 的 4 个 基本 公式 都 包含 作为 特例 . 
例 6.1 牛顿 - 莱 伯 尼 效 公式 


| ar = /66) - fla). 
例 6.2 Green 公式 
| Pdz + Qdy = | [法 一 dzdy. 
am Dn 如 
例 6.3 Gauss 公式 
| Paydz FOddr F Rdzdy 


_ fap ,aQ ,aR 
Se jdzdyaz 


例 6.4 Stokes 公式 
| .Paz 十 Qdy 二 Rdz 


aR 9 oR 
汪 外 六 二 二 Q dzdy 十 | 罕 Se dzdzx 
aQ apP 
加 轩 [ 窒 二 dzdy. 
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习 是 


1. 试 证 : 者 流 形 M 的 坐标 卡 集 -e” 满足 定义 1. 3 的 条 件 (1) 
与 (2), 则 对 任意 正 整 数 s,0<s* 委 ”~, 存 在 唯一 的 C’ 微分 结构 x， 
使 得 eC 

2. 对 n 维 C' 流 形 CMi,-27) 与 mx 维 C' 流 形 (Mi,-272), 定 义 
中流 形 ,并 给 出 积 流 形 的 维 数 . 

3. 试 证 $ 1 的 例 1. 4. 中 ,er 与 -ez 不 同 , 即 -er, 夭 -er 

4. 试 证 :M= ({(zyy) : 《zx? 十 y)? 二 x 一 y*:} 作 为 R 的 子 拓扑 
空间 不 是 一 维 流 形 . 

5. 设 MGxm,n) 为 所 有 mXn 实 矩 阵 所 成 的 空间 , 看 作 与 R* 同 
构 ,M(m,n) 是 一 个 光滑 流 形 , 设 M(m zi) 是 所 有 秩 为 上 (0<A 魏 
min (m,n)) 的 m Xn 实 和 矩阵 所 成 的 空间 . 赋 于 Mlm,n) 在 其 上 的 诱 
导 拓 扑 ( 子 空间 拓扑 ). 试 证 M(m ni) 为 Mmyn) 的 Gm 十 nn 一) 
维 的 光滑 子 流 形 ， 

6. 试 证 定理 2. 3. 

7. 试 证 : 在 Di, D:CR” 为 两 个 同心 开 球 , 且 DiICD:, 则 在 
R"” 上 存在 光滑 实 函 数 / ,满足 : 

(1) 0 委 / 委 1， 

1， XED, 

(2) fca)= 站， 
并 举 出 一 个 这 样 的 了 了 的 例 . 

8. 试 证 : 者 wyY 为 R” 中 的 两 个 非 空 开 集 , 且 VV 为 紧 集 ,V 
CU , 则 存在 R" 上 的 光滑 实 函 数 f ,满足 : 

(1) Of<1, 

1, XEV, 

(2) Hop 一 | zx&U, 
并 人 举 出 一 个 这 样 的 了 了 的 例 ， 

9. 试 证 : 若 (C,pu) 为 光滑 流 形 M 的 任 一 个 容许 坐标 卡 ,V 
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CM 为 非 空 开 集 , 且 了 为 紧 集 ,VCU. 则 存在 M 上 的 光滑 函数 
h: NM 一 及 ,使 得 : 

(1) 0 委 / 魏 1， 

1， PpPEU, 

(2) h(p)= 0， pE&U; 
也 给 出 一 个 具体 的 ,使 其 满足 (1) 和 (2). 
” “10. 试 证 定理 2. 6、 定 理 2.7 与 定理 2. 9. 

11. 试 证 定理 4.8、 定 理 4. 11 与 定理 4. 12. 

12. 用 列表 格 的 方式 ,给 出 张 量 从 与 切 从 、 余 切 从 的 关系 . 

13. 用 列表 格 的 方式 ,给 出 光滑 截面 与 切 矢 量 场 .一 次 微分 式 
的 关系 . 

14. 用 列表 格 的 方式 ,给 出 外 微分 式 的 形成 过 程 

15. 试 证 : 在 定理 5. 2 的 条 件 下 ,对 于 开 集 UCHM, 存 在 UlC 
U0, 及 M 上 的 函数 ,使 得 

lo, 一 wo. 
16. 设 R? 为 通常 的 二 维 C” 正 定向 流 形 ， 
= {((z,y) :1 过 zx 二 yy 过 4}， 
aM = {(xryy) :Xx 十 = 二 .1 与 兴 十 yy 二 4). 

试用 图 形 表 示 MM 的 定向 与 9M 的 诱导 定向 ， 

17. 设 R: 是 通常 的 二 维 C“ 正 向 流 形 , 设 

一 {((zy) :十 之 1 或 1 之 十 之 4). 

试 求 9M ,并 证 明 39M 是 M 的 C7 正则 子 流 形 . 

18. 试 证 定理 5. 4. 

19. 设 f: N->M 是 光滑 流 形 N 到 M 的 光滑 映射 , 试 证 由 f 
诱导 的 映射 六 : ACN) 一 ACM) 与 外 微分 d 是 可 交换 的 , 即 

fd=d*。ef'. 

并 给 出 交换 图 . 

20. 试 证 流 形 上 的 积分 关于 积分 区 域 也 有 可 加 性 . 
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第 三 章 抽象 测度 


实 变 函 数 教程 中 详尽 地 讨论 了 尼 上 的 Lebesgue 测度 ,证 明 
了 许多 重要 性 质 .能 和 否 在 更 一 般 的 空间 中 引进 测度 概念 ,当然 是 很 
有 趣 的 问题 ,因为 这 不 仅 能 更 具体 更 深刻 地 从 理论 上 去 研究 该 空 
间 的 各 种 性 质 ,而 且 有 许多 重要 的 应 用 . 这 里 ,作为 L- 测 度 的 一 般 
化 与 推广 ,我 们 介绍 抽象 测度 的 基本 知识 . 抽象 测度 概括 了 现代 数 
学 各 个 分 支 . 计 算 机 科学 、 现 代 物理 学 、 天 文学 .气象 学 .地 球 科学 等 
学 科 中 所 出 现 的 各 种 具体 测度 的 共同 的 和 一 般 的 特性 ,同时 又 以 这 
种 种 的 具体 测度 作为 特例 ,因而 ,抽象 测度 理论 就 成 为 当今 科学 研 
究 中 不 可 缺少 的 工具 . 有 广泛 应 用 的 正 Borel 测度 、Radon 测度 、 复 
测度 ,以 及 Haar 测度 等 也 都 将 在 本 章 中 作 较 为 详细 的 介绍 


81 可 测 空间 ,测度 空间 ,抽象 测度 的 构造 


本 节 设 XX 为 给 定 的 基本 集 , 不 必 具 有 代数 结构 . 

定义 1.1 设 统 是 基本 集 X 的 一 些 子 集 所 成 的 集 族 , 如 果 吕 
满足 : 

(1) 4, BE 家 区 涵 4UBE 宛 ; 

(2) 4,BE 农 蕴涵 A 一 BE 绝 ， 
则 称 多 为 集合 的 环 , 简 称 环 . 如 果 XE 骂 , 则 称 环 多 为 集合 的 代 
数 ,简称 代数 . 

如 果 家 满足 : 


(1') 41,4:,…,4,,…E 纸 北 涵 【4,€ 丈 ; 
n=| 


(2') 若 A,BE 贸 蕴涵 4 一 BE 家， 
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则 称 绝 为 o 环 . 如果 o 环 还 满足 XE 统 , 则 称 贸 为 o 代数. 
由 定义 知 环 对 有 限 次 交 的 运算 也 是 封闭 的 ,而 o 环 对 可 列 交 
运算 也 封闭 . 
例 1.1 取 X=[0,1], 灾 ={EC[0,1] :EE 为 Lebesgue 可 测 
集 }. 
由 Lebesgue 测度 的 基本 知识 ,名 是 环 , 且 为 o 环 ;也 是 代数 ， 
并 为 o 代数 . 
例 1.2 设 X 为 任 一 基本 集 , 令 氏 (X)=(4CX :4 为 X 的 
子 集 }. 
易 证 多 (多 ) 是 环 , 且 为 o 环 ;也 是 代数 ,并 为 o 代数 . 
例 1.3 X=(—00,00),8={[a,P): <a<p<o0). 
由 两 个 半 开 区 间作 并 、 交 运算 ,未 必 仍 是 半 开 区 间 , 故 不 是 
环 . 
定义 1.2 设 如 是 基本 集 的 一 些 子 集 所 成 的 集 族 . 我 们 称 包 
含 如 的 一 切 环 的 交 为 由 好 产生 的 环 , 记 为 胞 (G). 又 称 包含 6 的 
一 切 e 环 的 交 为 由 多 产生 的 c 环 , 记 为 鹏 ,( 好 ). 由 字 产 生 的 代数 
与 o 代数 可 同样 定义 . 
例 1.4 利用 例 3 中 的 集 族 B= ({[e,p) : 一 <a<B<00}， 
可 求 得 
RE) = | U [ai Di) : a;,B; € (— 0,00),.n € N}. 
由 多 产生 的 环 与 vc 环 有 如 下 结构 . 
定理 1.1 由 台 产 生 的 环 家 (B) 中 的 每 个 元 都 含 于 @ 的 有 限 
个 元 的 并 中 ,而 由 多 产生 的 环 鹏 ,CEG) 中 的 元 都 含 于 G 的 可 列 多 
个 元 的 并 中 . 
证 这 里 仅 证 后 一 部 分 ;前 半 部 分 可 类 似 证 得 . 考虑 集 族 
2 = (4 CCX: 存在 £; € 8,j 二 1,2,…, 使 得 4 CC UE ， 
显然 ,EC5. 现在 证 明 2 是 一 个 6 环 . 
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事实 上 , 任 取 .A,E9 ,k= 二 1,2,… ,由 2 的 定义 ,存在 EEGE, 
7 二 1,2,… ,使 | 


从 而 


注意 到 7 中 两 个 元 的 准 显 然 仍 在 沁 中 ,于 是 是 包含 的 。 
环 , 故 绝 ,(86)C57. 这 就 是 要 证 明 的 ， 

为 进一步 讨论 家 ,CEG) 的 结构 ,我 们 引进 单调 类 的 概念 . 

定义 1.3 设 - 为 基本 集 X 的 子 集 所 成 的 集 族 .车 中 的 
渐 张 集 列 的 并 与 渐 缩 集 列 的 交 都 属于 -AK , 则 称 -A 为 一 个 单调 
类 . 包含 集 族 8 的 一 切 单调 类 的 交 称 为 由 2 产生 的 单调 类 , 记 为 
ME). 

据 定义 知 o 环 是 一 个 单调 类 . 此 外 , 任 一 个 环 鹏 车 同时 是 单 
调 类 , 则 它 也 是 一 个 o 环 (习题 5). 

定理 1.2 设 如 是 X 的 子 集 所 成 的 环 ( 或 代数 ), 则 由 @ 产生 
的 单调 类 与 由 名 产生 的 c 环 (或 cc 代数) 相同 , 即 

MG) = RAE). 

证 因 o 环 必 为 单调 类 , 故 作 为 包含 @ 的 单调 类 ,有 .AU(@) 
C 缀 ,(#). 下 面 证 明 相 反 的 包含 关系 . 为 此 也 只 需 证 明 -HY(B) 是 
一 个 o 环 . 

对 集 AE.H(B), 作 一 个 集 族 

K(A)= {BE .AE):A—B,B— A,AUBE .NAG). 
易 见 BEK(4) 列 涵 AEK(B). 进而 ,K(A4) 是 一 个 单调 类 . 例如 ， 
在 天 (4) 中 取 一 渐 张 列 B,,B,CB ,并 令 


B=\]B,. 
ne ] 
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FEF' BN RE me 


4 一 卫 ， B, — A, AUB, 
分 别 为 渐 缩 、 涨 张 和 渐 张 集 列 , 故 它们 都 属于 HL(E). 又 因 -AE) 
为 单调 类 , 故 


MB UE-h), Uaus, 
n= n= 1 n 二 1 


也 都 属于 -UL (8).; 然而 它们 正 是 4 一 8,B 一 4 与 AU B. 从 而 
K(4) 是 单调 类 .于 是 对 于 集 4E28, 注 意 到 BCK(A4), 也 注意 到 
任 一 个 含 28 的 单调 类 必 包 含 -XL(B), 便 得 

ME) CK(A). 

当 AEU(B) 时 ,我 们 也 能 证 明 -ACEG)C 天 (4). 事实 上 ,对 
任意 的 CE@, 由 上 面 的 证 明知 UL(8)CK(C), 因 此 A€E A(@) 
蕴涵 AEK(C), 从 而 CEK(A). 这 表明 BCK(4) 对 任何 4E 
-MG) 都 成 立 , 于 是 .万 (CEG)CK(C4). 

现在 可 以 证 明 .UY(8) 是 o 环 了 . 任 取 A,BE_AU(E8), 知 BE 
K(4), 从 而 由 氏 (4) 的 定义 得 A 一 8,B 一 4A,AUBE_H(B). 这 表 
明 -A(G@) 是 一 个 环 . 但 它 同 时 也 是 单调 类 ,因而 必 是 o 环 , 故 
久 R,(6E)CAU(B). 定理 得 证 . 

下 面 给 出 可 测 空间 的 定义 . 

定义 1.4 设 X 为 基本 集 , 家 ,为 天 的 某 些 子 集 所 成 的 o 环 . 


车 
X =|) a 


AEAH, 
则 称 ( 久 , 统 ,) 为 一 个 可 测 空间 . 而 称 家 中 的 集 为 关于 多 . 的 可 测 
集 , 简 称 可 测 集 . 
若 定 义 在 基本 集 和 上 的 实 值 函 数 f : X 一 R 满足 下 述 条 件 : 
对 任意 aER, 集 4A=={zEX: f(x)>>a}) 是 可 测 集 , 即 4E 农 。, 则 称 
f 为 可 测 空间 (XX, 统 ,) 上 的 可 测 函 数 . 
注意 到 关于 多 , 的 可 测 集 至 今 尚未 给 出 任何 度量 ,例如 “长 
度 ”“ 面 积 ” 或 “体积 ”等 ,因此 在 可 测 空间 中 尽管 可 以 讨论 可 测 集 、 
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我 们 可 以 讨论 可 测 函 数 的 
只 、 商 (分 母 不 为 零 ) 及 可 测 函 数列 的 按 点 极限 等 ,但 却 有 一 
ee 如 果 对 可 测 空间 中 的 可 测 集 引进 测度 ,情况 就 大 不 相 
同 了 . 
定义 1.5 设 X 为 基本 集 , 宛 为 X 的 某 些 子 集 所 成 的 集 族 . 
我 们 称 定义 在 多 上 取 值 于 广义 实 直线 中 =[ 一 o,oo] 的 广义 实 水 
数 为 多 上 的 广义 集 函 数 ;对 EE 多 , 记 此 集 函 数 为 yxE. 若 j 取 
值 于 [0, 十 coj, 则 称 w 为 非 负 集 函 数 . 若 对 多 中 两 两 互 斥 (两 两 互 
不 相交 ) 的 任意 集 列 E,,n 二 1,2,… ,有 


JE.eg, 
并 有 下 式 成 立 
: | 4 UE) = DuE,, 
2 则 称 为 多 上 的 o 可 加 集 函 数 ,或 称 完 全 可 加 集 函 数 . 
定义 1.6 设 多 , 为 基本 集 和 上 的 c 环 ,w 为 家 ,上 的 非 负 集 
函数 . 若 x 满足 
(1) pu =0; 


| 
习 
和 
: 


(2) 4 是 o 可 加 的 ， 
则 称 p 为 吏 , 上 的 测度 . 

符 (X, 宛 ,) 为 一 可 测 空间 ,w 为 统 , 的 测度 , 则 称 (X, 绝 , ,py) 为 
测度 空间 . EE 绝 , 称 为 y 可 测 集 (简称 可 测 集 ) ,pyE 称 为 E 的 测 
度 . 若 UKX<< 十 ce ,就 称 p 为 有 限 测 度 . 若 存 在 绝 , 中 的 集 列 E, ,n= 
1,2,… ,使 得 jE, 二 十 co, 且 


Xa UE,, 
则 称 y 为 a。 有限 测度 . 若 多 包含 零 测度 集 的 所 有 子 集 ， 则 称 CX， 
统 ,, 1) 为 完全 测度 空间 . 
例 1. S 设 和 一 (人 一 2 一 1;0,1,2……) ,有 丈 是 碟 的 一 切 子 
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集 所 成 的 集 族 . 对 任 一 个 已 E 胸 . ,我 们 定义 集 函 数 A: 
n, 车 中 的 元 的 个 数 为 n， 
AE = | co， 若 五 为 无 限 集 ， 
0， 车 E= 多. 
易 见 是 o 环 受 , 上 的 测度 ,而 (X ,家 ,,A) 为 一 测度 空间 ， 
例 1.6 设 关 =R=( 一 co,c0), 久 ,为 X 中 Lebesgue 可 测 集 
的 全 体 所 成 的 集 族 , 取 y= 二 m 为 Lebesgue 测度 , 则 (和 ,家 me) 就 
成 为 一 个 测度 空间 ， 
例 1.7 设 X 为 基本 集 ,-er 为 X 的 子 集 所 成 的 ac 代数 , 则 
(Xeoz) 是 一 个 可 测 空 间 . 对 任 一 个 4E .oz ,定义 
本 0， 若 zx 冬 4， 
1， 知 xE 4. 
则 6; 是 -xz 上 的 测度 ,我 们 称 5.4 为 4 在 x 点 的 Dirac 测度 .从 而 
(XX, 多 ,,6,) 是 一 个 测度 空间 . 
例 1.8 设 义 为 基本 和 集 , (XX, 多 ,) 为 可 测 空间 ,对 每 个 EE 
殉 ,, 定 义 
MA- 人 若 4 的 势 二 兴 ， 
co， 若 4 的 势 之 兴 " 
则 ( 久 , 哆 ,,p) 成 为 一 个 测度 空间 ,x 称 为 其 上 的 计数 测度 . 
下 面 的 定理 给 出 测度 的 基本 性 质 . 
定理 1.3 设 (X ,多 Ap) 为 测度 空间 ,我们 有 
(1) 若 4,BER,, 且 ACB, 则 yA<pyB， 
(2) 若 A, ER,,n 二 1,2,…, 则 


Ua 二 2 rh 
(3) 若 {4, : 2 一 1,2,…)} 为 家 , 中 的 渐 张 集 列 , 则 
A U4) = 加 wh 
若 {4, : n= 二 1,2,…} 为 胸中 的 渐 缩 集 列 , 且 Ap4,<< 十 co , 则 
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CD 


A Na ,) = limph,. 


证 (1) 由 ACB 得 8 二 AU (B84). 据 测度 的 非 负 性 和 o 


可 加 性 得 
ApA+ ppB — A)= 1b. 
(2) 对 于 A,ER,n 二 1,2,… ,我 们 令 
Bl = 4， B, = A,— A,， 9 
六 二 一 有 二 一 
则 B; 两 两 互 斥 , 且 
UBs =UA4 
由 测度 的 o 可 加 性 及 B;CAhj, 得 
放 U4 = 川 Uai = DD 
(3) 若 {4,: 7 一 1,2，… ) 为 渐 张 集 列 . 令 4,= 二 名 , 则 


4 村 = 中 -中 人- 人 


上 
= lim > wdA， Sa A,-1) = limp > (A, A,-1)] 
00 7 一 ”am 


一 limpAs. 
若 {4,: 2 一 1,2,…} 为 渐 缩 列 , 且 kA 过 十 oo, 则 


ail 一 门 4 U | 门 4 


一 | Ua 一 4.)] U | 站 4 
由 于 4 一 4 为 渐 张 列 ,利用 (3) 中 关于 渐 张 列 的 结果 得 


109 


一 lim (pl, 一 AL4,) 十 a 


一 /4， 一 limCpA, a a 
由 假设 条 件 w4,<< 十 ce, 从 上 式 便 得 到 


A A.) = imu4. 
即 (3) 得 证 . 定理 得 证 . 

在 一 个 测度 空间 中 ,由 于 引进 了 测度 ,我 们 可 以 研究 可 测 函 
数 、 抽 象 积 分 等 一 系列 平行 于 Lebesgue 测度 与 积分 理论 的 问题 . 
因为 Lebesgue 测度 与 积分 在 实 变 函数 教程 中 已 有 详细 的 讨论 , 故 
对 抽象 测度 我 们 仅 将 主要 的 一 些 结果 罗列 于 下 , 叙 而 不 证 ,读者 可 
参看 实 变 果 数 教程 中 的 相应 处 理 . 

定义 1.7 设 (X, 家 ,Ap) 为 测度 空间 .X 上 的 实 值 函 数 三 :和 X 
一 R 称 为 y 可 测 的 , 若 对 任意 aER, 集 E={xXEX: f(r)>a}€ 
久 ,, 亦 即 对 任何 aER, 和 集合 广 !(( 一 ca)) 为 w 可 测 集 .和 上 的 复 
值 函 数 f: XC 称 为 可 测 的 , 若 它 的 实 部 Ref 与 虚 部 Imy 都 
是 py 可 测 的 . 

关于 测度 空间 (XX, 绝 ,,x) 上 的 可 测 函 数 ; 我 们 有 如 下 性 质 ( 若 
无 特别 说 明 , 以 下 均 考 虑 (X ,多 ,,p) 为 完全 测度 空间 ): 

(1) 若 f,g 为 4 可 测 函 数 , 则 关于 线性 运算 af 十 8 ,乘积 
fg, 商 f/f/g(l(g 关 0), 最 大 值 max(f,g), 最 小 值 min(f,g), 具 |f1” 
(xc>0), 正 部 广 与 负 部 广 等 都 是 w 可 测 函 数 . 

(2) 若 (x 二 1,2,…) 为 p 可 测 消 数列 , 则 supf，，, infy 
limA lim 等 都 是 y 可 测 函 数 . 又 若 极 限 lim_f, 存在 , 则 它 也 是 4 
可 测 的 . 

(3) 4 可 测 集 E 的 特征 函数 与 定义 在 EE 上 的 简单 函数 都 是 y 
可 测 的 . 
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i i 


二 Sk Ei 2 生 


(4) 车 /为 X 上 的 非 负 可 测 通 数 , 则 存在 非 负 递增 的 简单 
函数 列 f, ,使 得 lim/ (x) = f(x),x € X. 
定义 1.8 设 (X, 多,,p) 为 测度 空间 . 命题 P(x) 称 为 在 集 有 4 
CX 上 几乎 处 处 成 立 , 若 存在 4 可 测 集 EEE, 且 ECA,pE= 
0, 而 使 P(z) 对 一 切 二 4 一 已 成 立 , 记 为 P(x) ,pa.e.. 
定义 1.9 设 广 (=1,2,…) 与 了 都 是 定义 在 测度 空间 (和 ， 
鹏 ,,p) 上 的 六 可 测 函 数 . 若 对 任意 的 $>>0, 存 在 4 可 测 集 FE 统 ,， 
且 pF<6, 使 得 limf, (zx) 二 /(x) 在 xEX 一 Ff 上 一 致 成 立 , 则 称 
[一 致 收敛 于 人 若 对 任意 的 e 汪 0, 都 有 
limp{z € X : |f,(7z) 一 f(r)| 之 6} =0, 
则 称 测度 收敛 于 人 
在 Lebesgue 测度 理论 中 著名 的 Egorov 定理 成 为 如 下 形式 ， 
定理 1.4 设 (X, 家 ,,A) 为 有 限 测 度 空间 . 广 . 记 Ca 一 1，2，…) 
为 定义 在 和 上 的 A 可 测 函 数 , 且 在 X 上 有 
lim/f, (zx) = f(zx), Ha.e.， 
则 对 任 给 的 30, 存 在 4 可 测 集 FE 统 ,, 使 xF<6, 而 且 lim/,(z) 
二 f(x) 在 一 已 上 一 致 成 立 . 
关于 测度 收敛 ,也 有 唯一 性 定理 和 四 则 运算 公式 等 结果 . 并 且 
也 成 立 Riesz 定理 , 它 给 出 了 测度 收敛 与 x 几乎 处 处 收 钱 的 关系 . 
更 一 般 地 ,可 考虑 映射 的 x 可 测 性 . 例如 , 设 (X, 纪 ,,py) 为 测 
度 空间 ,Y 为 一 拓扑 空间 . 我 们 称 映射 f : XY 为 py 可 测 的 , 若 对 
Y 中 任 一 个 开 集 G, 广 :(c) 都 是 可 测 集 , 即 /1'(G)€E 统 ,. 其 详 
细 内 容 在 此 就 不 再 多 叙述 了 . 
下 面 介绍 抽象 测度 的 构造 . 
若 在 基本 集 X 的 某 个 子 集 族 8 上 给 定 一 个 测度 A(G 上 可 加 
的 非 负 集 函数 ), 不 难 把 wk 扩充 到 由 好 产生 的 环 胸 (@G) 上 ,因为 
名 (8) 中 的 元 实际 上 是 @ 中 元 的 有 限 并 . 因此 这 里 我 们 可 从 基本 
集 X 的 一 个 环 出 发 , 设 2 为 X 的 子 集 所 成 的 环 ,x 是 环 2 上 给 定 


的 测度 . 现在 要 讨论 的 问题 是 能 否 把 它 扩大 到 由 产生 的 o 环 
用 ,(B) 上 去 ,而 使 得 (X, 家 ,成 为 一 个 测度 空间 ? 又 在 什么 条 件 
下 这 种 扩张 是 唯一 的 ? 下 面 来 讨论 这 个 问题 . 

定义 1.10 设 匈 . 为 基本 集 X 的 子 集 所 生成 的 c 环 .人 是 定 
义 在 鹏 ,上 的 非 负 集 函数 , 若 它 满足 ， 

(1) 4°Z = 0, 


(2) x| UU 及 委 YA， A, 和 Rn 一 ,2，……， 
1 一 1 7 一 1 


(3) 如 果 4 4: E 多 ,并 且 4 和 4 , 即 有 人 久 4 和 144， 
则 称 4* 为 静 , 上 的 外 测度 . 
由 定理 1.1 的 证 明 , 集 族 
= (ASX: 存在 EE ££, = 1,2,…, 使 4UE 
为 包含 8 的 o 环 , 设 4 为 6 上 的 测度 ,现在 对 每 个 AE , 令 
A A=inf{ DpE,: ACUE,E, E 4). (1.1) 
我 们 有 : 
定理 1.5 由 (1.1) 定 义 的 4* 是 o 环 乡 上 的 外 测度 , 称 之 为 
由 pj 导出 的 外 测度 . 当 AE€EB8 时 ,4* A=j4. 
证 ”我们 证 明 "为 满足 定义 1.10 的 (1 一 (3) 的 非 负 集 函 
数 . 4" A 之 0 由 定义 即 得 .4' 满足 (1) 是 显然 的 ,这 是 因为 y2 二 0. 
现在 证 明 4 满足 (2). 
取 集 列 A.ET 2 一 1，2,…， 若 存 在 mo， 使 A" 4, 一 十 co, 则 
a | Uaj 3 
故 (2) 成 立 . 若 对 一 切 aERN, 都 有 414.< 十 ceo. 则 任 给 >0, 对 每 
个 4.E2 ,可取 EEG, 使 得 


A,SUE"®, 2xE® <A A,+ zt. 
j=1 j=! 
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| 
: 
1 
让 
E 


"(Ua ,< Drep < Dat+ + 


nj=] 
< TA 
n= 1 


由 6 的 任意 性 便 得 (2). 
至 于 (3), 设 A 所 hs,41,41€ 9597. 注意 到 大 


A 
则 必 有 4, 丑 WjEE,, 再 由 X* 4 的 定义 便 可 得 到 (3) 了 . 


最 后 证 明 , 若 AE, 则 4" 4 一 yA. 事实 上 , 取 E==A, 得 到 4" 4 
委 /4. 另 一 方面 , 取 忆 iEG,j 一 1,2，……, 使 得 


B=E BEE, n=2,34,., 
而 B= EE,, 则 8B 互 斥 , 且 上 且 = 有 . 据 
A=AN|[UE) = AN Nn (Ua 
并 所 44 在 2 上 的 完全 可 加 性 与 单调 性 ,得 
uA =p( U4N BY) = SucA NB,) 
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Hp4 委 inf DpE,= A. 
n=] 


联合 4" 4 委 Ap4 便 得 4* 4A=44 对 AE8 成 立 . 定理 得 证 . 

一 般 来 说 ,由 4 导出 的 9 上 的 外 测度 并 非 5 上 的 测度 . 此 时 
我 们 用 如 下 的 Carathéodory 条 件 来 定义 2 中 的 可 测 集 及 它们 的 
测度 . 

定义 1.11 设 术 为 o 环 5 上 的 外 测度 .所谓 集 AE57 关 于 
人 满足 Carathéodory 条 件 , 是 指 : 若 对 一 切 EE 99, 有 

AE=A'(E— A)+A(E A). (1. 2) 
记 -ez 为 2 中 关于 "满足 Carathéodory 条 件 的 集 的 全 体 . 关于 
-x 及 4" ,有 下 面 的 Carathéodory 定理 . 
定理 1.6 由 上 面 所 确定 的 .er 是 一 个 o 环 ,并 且 有 
(1) 对 任意 EEF,A,E 2 n= 二 1,2,… 4, 互 斥 , 则 


(EN [Ua] = DEN A), (1. 3) 


(2) 人 "限制 在 -or 上 是 一 个 完全 测度 ; 称 之 为 由 外 测度 人" 导 
出 的 测度 , 记 为 4. 

证 先 来 证 明 -ez 是 一 个 环 , 且 驴 在 -or 上 有 有 限 可 加 性 . 

改写 (1. 2) 式 成 如 下 的 对 称 形式 


AE=A(ENGA)+A EN A), (1. 4) 
这 里 容 4=X 一 4. 由 (1.4) 式 知 , 若 4AE_o, 则 安 4E.ezr. 其 次 ,对 
4,BE-o ,以 及 对 EE5 ,我 们 有 


ME=A"(ENSA)+A (ENA) 
=A"((ENGA)NGB)+A HAENGA) NB) 
+ aA"(ENANGEB)+A (ENANMNB). (1.5) 
(1. 5) 式 右 问 第 二 三、 四 项 之 和 之" (E 门 (4 UB)), 从 而 得 到 
ME>A(ENMNGAU BY)++A EN GAY B)), 
这 表明 AUBE -ex. 另 一 方面 ,A,BE .ex 斑 涵 儿 A, 儿 BE oy ,于 
是 得 到 
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ANB= Z(GAU FB) E .or 
A (AU B)=4'((AU B) 门 4) 十 和 (4UB) NCA) 


一 A’ (4) 十 4" (B). 

因此 ;在 .er 上 有 限 可 加 性 成 立 . 

进而 证 明 ,-er 是 一 个 o 环 . 事实 上 , 任 取 A, Ee n=1,2,…， 
不 妨 设 4, 两 两 互 斥 . 令 

B, = (|) 4,, Bl ) A 
j=1 j=1 

则 对 任意 BE, 有 

A (ENMB,)=A (ENMNB,NMA,)+AE 门 B, f\ A,) 

=A*(E NA)+A EN B,,), 
由 归纳 法 得 
A* (EN B,) 
=A ENA)+AENA, ++ 门 4) 


= 2 (EN A)). 
j=!1 


因此 
A (E) 一 和 (EN BD)+A EN GB,) 


24 ENA)+A ENGB). 
j=1 
令 n>o0 ,得 


和 (有 > DN (ENA)+A EN GB) 


7 一 1 


>7| Un aa 十 入 (五 门 名 B) 


=A*(ENB)+A EN GB), (1. 6) 
故 BE wy. 因此 -er 是 一 个 o 环 . 
在 上 式 中 取 E=B, 得 


(有 B) = > (BN A)+A BNYGB)= Da 


所 以 入 在 .oz 上 完全 可 加 性 成 立 . 关于 (1. 3) 式 ， 可 由 ENB 代 和 
(1.6) 式 中 的 巨 得 到 ， 
最 后 我 们 来 证 明 X* 是 -er 上 的 完全 测度 . 为 此 , 取 4E2 , 满 
足 1* (4)==0. 则 对 任意 EE ,有 
AEC<A(ENA)+A (ENGA) 
AAAENGA)CO+AE. 
因此 XE=X"(E 站 4A) 十 4"(E 站 A). 故 AE wy, 这 样 ,对 于 AA 
一 0 的 一 切 4, 它 的 子 集 BSA4 也 有 BE x. 定理 得 证 . 

定义 1.12 设 / 为 于 的 子 集 所 成 的 环 终 上 的 测度 ,家 ,为 包 
含 8 的 一 个 o 环 .车 存在 家 . 上 的 测度 ,使 对 每 个 4ES 有 44= 
Ap4, 则 称 1 为 A 到 c 环 鹏 ,上 的 一 个 扩张 . 

按 上 述 定义 ,Caratheodory 定理 可 叙述 为 : 若 p 为 环 上 的 
测度 , 则 按 (1.1) 式 定义 的 人 是 由 产 导出 的 22 上 的 外 测度 ,而 按 
(1. 2) 式 定义 的 -or 上 的 测度 4(=X' ) 便 是 py 到 o 环 -x 上 的 一 个 
扩张 ,并 且 由 于 .ez 是 包含 8 的 o 环 ,因此 由 2 产生 的 o 环 统 ,() 
Cex. 这 表明 环 如 上 的 测度 必定 能 扩张 到 由 它 到 产生 的 5 环 

家 (CE) 上 . 自然 要 问 , 这 种 扩张 是 否 唯一 ?在 测度 为 有 限时 ,回答 
是 肯定 的 . 我 们 有 

定理 1.7 环 2 上 的 oc 有 限 测度 到 o 环 统 (6) 上 的 扩张 是 唯 
一 的 . 

证 首先 ,考虑 6 上 的 有 限 测度 y 的 情形 . 设 p 训 与 1 为 
到 久 ,(@B) 上 的 扩张 , 且 对 EEG 有 pnE=p2E=pE. 

令 到 = (4E 家 (2) : mA 一 上 4} .显然 

FCBE RE). 
为 此 只 需 证 明 包 含 关系 绥 ,(6) 导 多 ,也 只 和 需 证 明 多 是 一 个 单调 
类 ,但 这 不 难 由 yp 为 有 限 测度 与 定理 1. 3 得 到 . 
其 次 ,考察 y 为 o。 有 限 的 情形 . 由 定义 ,对 任意 4AE 灾 (GE) , 存 
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在 中 集 列 E,,E,,… ,EE,，,… ,使 
a 
不 失 一 般 性 , 设 上 述 E, 为 渐 张 的 ,于 是 本 
4=UGnBy， 且 ANE, 


为 渐 张 的 . 故 

KA 一 limp (A 门 五 ,)， KA = limpa( A NE,). (1.7) 
另 一 方面 ,对 每 个 ”由 测度 的 单调 性 知 

uANE)S<wE,= LE,<+o, j=1,2. 
因此 , 视 pA4A 圭 jy(4 门 5.) (7 一 1 2; n 二 1,2,…) 为 琉 ,(B) 上 的 有 
限 测度 ,显然 也 是 2 上 的 有 限 测度 . 故 利用 前 半 部 分 的 结论 知 ,对 
AE 哆 ,(8), 我 们 有 pA 二 pmhA ,n= 二 1,2,…. 据 (1.7) 式 便 得 mA 
一 上 4， 定理 得 证 . 

下 面 举 一 些 例 . 

例 1.9 Lebesgue 测度 . 

大 家 在 实 变 函数 教程 中 熟知 的 .采用 内 外 测度 的 方式 定义 的 
Lebesgue 测度 ,也 可 以 作为 抽象 测度 的 特例 而 得 到 , 事实 上 , 取 基 
本 和 集 XX==R=( 一 oo ,0),@ 为 由 和 中 一 切 有 限 多 个 半 闭 区 间 的 并 
所 产生 的 环 , 即 环 @ 为 


| U [eB) oD <a<h, 过 十 co, [a;,B;) 互 斥 ， 
下 N). 
在 2 上 定义 集 函 数 芭 ,使 一 [2,8,) 有 


mE = S18, 一 ai)， 


它 是 罗 上 的 测度 ,并 且 是 c 有限 的 . 按照 (1.1) 式 首先 得 到 x 在 
上 的 导出 外 测度 盖 ”( 不 难看 出 , 它 等 价 于 Lebesgue 积分 理论 
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中 集合 的 外 测度 ). 再 由 (1. 2) 式 定义 和 "可 测 集 的 全 体 -er ,就 是 
Lebesgue 可 测 集 类 ,而 m' 在 -x 上 的 限制 就 是 Lebesgue 测度 . 我 
们 把 这 个 结论 的 证 明 留 给 读者 . 

例 1.10 nn 维 Lebesgue 测度 . 

只 需 取 8 为 n 维 欧 氏 空间 Rr 中 的 半 闭 方 间 所 产生 的 环 , 仿 
例 1. 9 的 步 又 便 得 n 维 Lebesgue 测度 . 

例 1.11 Lebesgue-Stieltjes 测度 . 

设 久 二 Ri,u(zx) 为 R' 上 定义 的 增 函 数 , 且 为 右 连 续 . 取 例 1. 9 
中 的 环 ,并 规定 

La,a) [a,al= (a} E€E GE, a€ (— ,0). 

在 2 上 定义 集 函 数 m 如 下 : 

若 E=[a,B), 则 mE=jy(B 一 0) 一 (a 一 0); 

若 E=[aya), 则 mE=4(a) 一 pla 一 0); 


若 已 = LU [BD [vB 互 斥 , 则 


mE = > mL = 2 AP 一 0) — pla; — 0)}. 

请 读者 注意 ， 在 这 个 例子 中 ， 单 点 集 {a) = [a a) 的 测度 未 必 为 0， 
这 与 Lebesgue 测度 不 同 . 不 难 验 证 ,m 是 2 上 的 o 有限 测 度 . 按 
上 述 方式 定义 而 得 到 的 -x 上 的 测度 m( 作 为 26 上 测度 mx 到 -er 
上 的 扩张 ) 称 为 Lebesgue-Stieltjes 测度 . 而 当 ACz)= 一 过 时 ,又 回 到 
Lebesgue 测度 . 

当 我 们 从 基本 集 X 的 一 个 环 史 上 的 测度 p 出 发 ,按照 以 上 的 
思路 , 便 构造 了 一 个 测度 空间 (X, 宏 ,pm),. 这 样 , 类 似 于 Lebesgue 
积分 理论 ,可 在 (X, 农 ,mw) 上 建立 抽象 积分 理论 ， 

定义 1.13 设 (X ,家 Ap) 为 测度 空间 ,: XC 为 和 上 的 复 
值 六 可 测 函 数 . 我 们 定义 了 在 和 上 关于 测度 p 的 积分 , 记 为 


| ,fdx, 其 定义 如 下 
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(1) 若 为 简单 函数 
fz) = DJ cx (7), 
£=1 


这 里 ee 一 {zEX : jz)= 一 cc)es 互 斥 , 日 Vet 全 十 00 ,Xi 为 ei 的 特 
征 函 数 ,1 坟 kn, 则 了 在 XX 上 的 积分 定义 为 


| /ax = 0 (1. 8) 
(2) 若 / 为 X 上 的 非 负 可 测 函数 , 则 /在 久 上 的 积分 定义 


为 
| fdx = sup| gdp, (1. 9) 
， x ED X 
这 里 B= {9: ?是 X 上 满足 0 过 yp 过 了 /的 简单 函数 ). 若 
| an < 十 co， 


则 称 为 X 上 的 可 积 函 数 . 我 们 记 闵 上 非 负 可 积 函 数 的 全 体 所 
生成 的 集 为 L+( 义 ,p) ,或 简 记 为 L+ (p)， 

(3) 者 /为 和 上 的 实 值 可 测 炒 数 , 令 /= 广 一 广 , 并 设 积 
分 
中 至 少 有 一 个 为 有 限 的 , 则 在 义 上 的 积分 定义 为 

| jn= | dx 一 | 广 dy. (1. 10) 
在 
ad<+ 二 

则 称 了 为 X 上 的 可 积 函 数 . 我 们 记 久 上 实 值 可 积 函数 的 全 体 所 
构成 的 集 为 Ce(X,A) ,或 简 记 为 ZakpD). 由 于 产 委 | 站 委 A+ 十 广 ， 
故 AEZe() 当 且 仅 当 | /| GE ZeCA). 

(4) 者 /为 世上 的 复 值 w 可 测 函 数 , 令 f= Re 十 i Im ,并 
且 假 设 Re ,Imy € Ze(A), 则 称 了 在 驻 上 为 可 积 函 数 , 它 的 积分 
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定义 为 
| an 一 | Reyan 二 i | Imyan (1.11) 
我 们 记 X 上 复 值 可 积 函 数 的 全 体 所 生成 的 集 为 L(X ,1) ,或 简 记 
为 工 (A)， 
易 知 ZL (Ap) 为 复线 性 空间 , 而 La (pj) 为 实 线性 空间 ,; 且 La (py) 
CEL) 
(5) f 在 XX 的 可 测 子 集 E 上 的 积分 定义 为 


| an 一 | fxedp (1. 12) 


Lebesgue 积分 的 许多 性 质 , 如 绝对 连续 性 ,关于 区 域 的 o 可 
加 性 .线性 .单调 性 .唯一 性 ,以 及 积分 的 单调 收敛 定理 ,控制 收 全 
定理 等 都 可 以 在 抽象 只 分 的 意义 下 得 到 证 明 . 在 此 我 们 叙述 其 中 
的 一 部 分 ,请 读者 自行 证 明 . 
定理 1.8 设 (fl 6 (1) ,Bf fron = 1,2,3,"". 
tm fa = | far 
定理 1.9 车 {f,) 为 L+(p) 中 的 有 限 或 无 限 序列 , 且 f= 


定理 1.10 若 { 广 ) IEZ (1), 则 
上 (imf.)dp < lim| Adw 
定理 1.11 若 fEL(p), 则 
Ll te 


定理 1. 12 若 {f,})% 忆 LC(1) 满 足 : 
(1) 了 一 站 .GE。， 
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(2) 存在 非 负 可 积 函 数 gE€Lt(p), 使 |f,| 志 gn 二 1,2,…. 
则 ffELC()H 


ja 四 


po 中 的 强 收敛 1 一 Al = | 1 一 fldx 一 0)、 几 
平 处 处 收敛 , 以 及 测度 收敛 等 关系 ,也 与 Lebesgue 积分 情况 类 
似 , 不 再 详 述 了 ， 

现在 来 讨论 乘积 测度 . 大 家 知道 , 它 是 建立 具有 广泛 应 用 的 
Fubini 定理 基础 . 此 外 ,这 类 测度 的 构造 技巧 也 很 有 代表 性 . 

设 (X,AH ,1) 与 (Y ,人 1,v) 为 两 个 测度 空间 . 这 里 我 们 假设 HY 
与 人 分 别 为 XX 与 Y 中 的 o 代数 ， 

定理 1.13 设 如 与 多 分 别 为 和 与 了 的 子 集 所 生成 的 环 , 形 
如 AXB(AEE,BE 多 ) 的 集 称 为 积 集 久 XY 中 的 矩形 , 令 多 为 
叉 XY 中 一 切 互 不 相交 的 矩形 的 有 限 并 所 生成 的 集 , 即 


$={ Ux B): A EL,BEF, 
j=1 


A, X Bj; 互 斥 ,1 <j 人 n,n € N). 
则 多 为 XXY 中 的 环 . 
证 当 E=AXBi,E:=A:,XB;:,Ai,A:EGF,B1,BiE'F ,由 
EN E, = (A, MN 4:) X (Bl 站 B;) 
Ei— E,= [(4， NN 42:) XxX (B, B,)] 
U [CA ~ A,) x BJ 
知 ENE.ESG,E— EE SY. 一 般 地 ,对 
E=[)E, E,=|)E;, 
i=1 


J=1 


有 
EUE-[Ua)U( Ue 
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这 样 多 是 一 个 环 . 

于 是 ,由 多 产生 的 c 环 统 ,( 多 ) 是 XXY 中 的 o 环 . 我们 希望 
得 到 的 结果 是 : 若 (X, 家 (GD)) 与 (了 Y, 家 (多 )) 是 可 测 空间 , 则 (X 
XY, 绝 ,( 多 )) 也 是 可 测 空间 . 

下 面 我 们 就 更 一 般 的 情形 证 明 这 个 结果 . 

设 统 , 与 97 分 别 为 基本 集 和 与 了 的 子 集 所 生成 的 c 环 , 令 
2 胞 ,X22 表示 一 切 形 如 4XB(4E 家 ,BES2) 的 集 所 生成 的 c 
环 . 则 当 (X, 胞 ) 与 (了 Y,2A.) 是 可 测 空间 时 , (XXY ,家 ,X27.) 也 是 
可 测 空间 . 

事实 上 ,我 们 只 要 证 明 

XxY= [) E&. 


E€ER XS, 


一 方面 ,包含 关系 XY 二 【上 巨 显 然 成 立 . 另 一 方面 , 任 取 


EE HA XS, 
(zyy) EXXY, 由 
X=【j4 与 Y=(JB, 


AER, BESA， 
存在 4E. 多 ,BE 使 得 EA ;YEB, 故 有 (x,y)EAXBE%,X 
7,, 因 此 z 
xXxxYc UE. 


EE€EHR XS, 
这 就 证 明了 (和 XY ,家 ,X22.) 为 可 测 空 间 . 
称 (XXY, 统 ,X59,) 为 可 测 空 间 ( 久 , 绝 ,) 与 (Y ,599,) 的 积 空 
间 . 
利用 上 述 记 号 ,可 测 空 间 ( 久 ,如 ,(@)) 与 (Y,R,( 多 )) 的 积 空 
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四 
= 
,加 
3 
k 


间 为 可 测 空间 
(X XY,RE) X RF)) EX XY, RG)). 
为 建立 乘积 测度 ,我 们 给 出 集 与 函数 的 截 口 . 
定义 1.14 ECXXY. 对 XX 中 的 点 zxzEX, 我 们 称 集合 
= {yE€EY: (x,y) € E} 

为 EE 的 x 截 口 . nt 对 yEY, 称 集 
B= {rEX: (rr,y) EELE) 
为 瑟 的 y 截 口 . 

车 了 : XXY 一 只 为 积 集 XXY 上 的 函数 . 对 于 X 中 的 点 zE 
X ,我 们 称 > 的 函数 /CCy)=ACz,y) 为 上 的 z 截 口 ; 对 yEY，, 称 z 
的 图 数 户 (z) 一 f(z,y) 为 了 的 y 截 口 . 

定理 1.14 在 可 测 空间 (X, 绝 ,) 与 (Y ,9,) 的 积 空 间 (XXY， 
绝 ,X5,) 中 ,我 们 有 

(1) 可 测 集 EE 多 ,X57 的 每 个 截 口 是 可 测 集 ，; 

(2) 可 测 阔 数 了 的 每 个 截 口 是 可 测 函 数 . 

证 〈1)》 实际 上 要 证 明 当 EE 统 ,X9, 时 ,EE59, 对 所 及 
EX 成立, 而且 所 E 绝 ,对 所 有 yEY 成 立 .为 此 , 令 

= (ECXXYIE EIA EE RN TIE XV YEY). 

任 取 AE 哆 ,,BE5, 则 当 xE€4h 时 ,有 CAXB),=B; 当 x 多 
4 时 ,有 (4XB),= 弛 .对 于 (4XB)7 有 类 似 的 结果 . 故 4XBE 
多 . 这 表明 多 包含 一 切 和 矩形 . 进而 ,再 由 

(UE) =U(E), 5 YE,= (ZE),, 


知 多 为 o 环 , 故 得 名 ,X59. 此 即 (1). 
现 证 (2). 若 了 为 XXY 上 的 可 测 函 数 , 由 定义 ,对 任何 aE RR， 
/1(( 一 oo,0))E 多 ,X57,. 任 取 xEX, 我 们 有 
{y EY: f(y)>a})= ((x,y) EXXY: f(r,y) > a),. 
由 (1) 知 {(zy)EXXY :zy)>a) ES ,这 表明 了 的 截 口 广 
是 可 测 函 数 . 对 户 可 类 似 地 证 明 . 
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现在 可 以 在 (XXX7, 家 ,X2,) 上 建立 测度 了 . 
定理 1.15 设 (X, 多 ,pm 与 (Y,2o 为 两 个 c 有 限 的 测度 
空间 ,对 于 EE HR,X5, 令 
fi:r—>y(E), rEX, gpg:y—>p(E’), yeEY. 
则 了 与 分 别 为 关于 测度 与 > 的 可 测 函数 , 并 有 


| 起 动机 二 | Be (1.13) 
Xx Y 


记 此 积分 为 | Xxs(z,y)dpdv， 或 简 记 为 | Xe(zvy)dudv 


XXxY 
证 首先 , 设 wy 为 有 限 测度 , 令 
多 = {EE€ RX 9,: 对 EF,(1.13) 式 成 立 }. 
若 E=AXB,AER,, BE ,, 则 EE. 事实 上 
fx) =v(E,) = vB)Xa(z), gy) = p(BE’) = pA)Xs ly), 
故 


| Aeropadn ="(B)| % (rx)dpy = vy(B)u( A) 


= | Xa) dy = | gy)dr. 
据 此 ,我 们 把 
| fq 与 | eco)d 
的 公共 值 uCA4)v(B) 定 义 为 4XB 的 测度 ,并 记 为 (xXv)(E). 
若 
E=[()E, 
其 中 ,二 AX B,, 两 两 互 斥 ,一 1,2，,…,n. 则 据 有 限 归纳 法 可 得 
EE 多. 故 史 包含 由 有 限 个 互 斥 矩形 的 并 所 生成 的 环 8. 我 们 证 明 
8 也 家,(G). 为 此 只 需 证 多 为 包含 好 的 单调 类 (和 定理 1. 2). 


任 取 多 中 的 渐 张 集 列 E,, ECE,r! 二],2,*. 令 
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E=|]E,. 
n=1 
则 gn(y)=p( (E,)”) 为 可 测 函 数 , 且 ESSgEotl 9 
8(y) = (EY) = limy( (E,)”). 
同 理 , 设 /(zx) = v(E.) 一 limv( (E,);). 由 单调 收敛 定理 及 E,€ 
多 ,得 


| fr) dp = lim| fx)dp = lim| gn(y)dy 一 | gCy)dyv. 
xX 、 no X neoyY 了 


(1. 14) 
类 似 地 ,对 于 渐 缩 集 列 FE,.ESG, ECE, 9 77 -一 1 ;2 9"*® ; 邻 


gE 


由 于 y 与 v 为 有 限 测 度 , 知 
HCE)?) < 十 co， rv((E),) <+ co， 
再 由 控制 收敛 定理 便 得 到 (1, 14) 式 ,于 是 多 是 包含 8 的 单调 类 . 
这 证 明了 当 jw 为 有 限 测度 时 定理 成 立 . 
其 次 , 设 y,v 为 o 有限 测度 . 令 
着 光子 二 | 大 XY 


X;XY; 为 渐 张 集 列 ,并 且 Xj 过 十 coyvYj 过 十 oo,j 二 1,2,…， 对 
于 任意 的 EE€ RX ,第 一 步 的 结论 对 每 个 JE {1,2,…} 成 立 ， 
即 


CX WEN Ki XY = [xa EN Yi dy) 


= | ,Vu N Xdvcy). 


注意 到 (yxXv) (ENMm(X;XY,)) 单 调 递 增 地 趋 于 (yxv) (EN(C(Xx 
了 )) 二 《pyXw)(E), 而 vCE 门 Y)) ACE 门 X)) 分 别 单调 递增 地 趋 于 
v(E,) 与 K(CE7)， 据 单调 收 剑 定理 ,(1. 13) 式 对 鳌 成立. 定理 得 证 . 
有 了 乘积 测度 概念 ,就 可 建立 如 下 的 Fubini-Tonelli 定理 . 
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定理 1.16 设 (X, 金 ,j) 与 (Y, 农 , 力 为 两 个 ec 有 限 的 测度 空 
间 , 则 
(1) (Tonelli) 车 /是 XXY 上 的 非 负 可 积 函 数 , 则 积分 


gn) = | fd 与 hy) = | Pdn 
分 别 为 叉 与 7Y 上 的 非 负 可 积 函 数 ,并 且 下 式 成 立 
J ee | dy 一 | (1.15) 


(2) (Fubini) 若是 XXY 上 的 可 积 函 数 , 则 对 几乎 处 处 
的 xzEX,f, 是 Y 上 的 可 积 函 数 ;对 几乎 处 处 的 yEY, 广 是 X 上 
的 可 积 函 数 , 并 且 对 于 几乎 处 处 定义 的 函数 


g(X) = | Ad 与 ”AP(y) 一 | ,fax 


(1.15) 式 也 成 芯 , 

证 (1) 当 f 为 XXY 中 某 个 Xv 可 测 集 EE 绝 ,X56 的 
特征 函数 时 , 即 /=X,Tonelli 定理 由 定理 1. 15 给 出 . 从 而 当 上 了 
为 非 负 简单 函数 时 , 据 积 分 的 线性 性 知 Tonelli 定理 也 成 立 . 现 
在 , 当 /EL+ (XXY) 时 , 取 简单 函数 列 六 ,使 Of 似 f+i1,n 二 1， 
2,3,…, 且 lim/ 王族 则 函数 列 


a | Cd， 与 hh(y) 一 | .dar 
单调 增加 . 据 单 调 收 敛 定 理 , 上 述 两 个 函数 列 分 别 收敛 于 
g(x) = | Pd 与 h(y) = | 
故 g 与 4 分 别 为 4 与 v 可 积 函数 , 且 
| san |. limg.,dx = lim| edx 
=lim| ,fid X 2 
| 全 limfd (yp X 2) 一 | fdc X »); 
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同 理 ， 
| hdyv 一 | fd(l(p X v). 
Y XXxY 
Tonelli 定理 得 以 完全 建立 . 
不 难看 到 , 当 /ELT(XXY) 时 ， 
o<| fd x <+o, 


从 而 0<g,h<< 十 oo,a,e. , 亦 即 f,E1L1(y) 对 于 a.e, 的 x 成立, 所 
EL'(p1) 对 于 a.e. 的 y 成 立 . 

(2) 当 /EZ CyXv), 这 里 Li(jXy) 为 了 XKXY 上 的 可 积 函 数 
类 ,只 要 令 f= 店 一 广 , 则 /+EL+(XXY),f/- EL+(XXY), 对 
广 与 广 分 别 使 用 Tonelli 定理 就 可 得 到 (2) 的 结论 . 定理 得 证 . 


32 广义 测度 
作为 & 1 介绍 的 测度 的 继续 ,现在 讨论 广义 测度 . 
定义 2.1 设 (X, 匈 ,) 为 可 测 空间 , 称 多, 上 的 广义 集 函 数 
y: 到, 一 [ 一， coj 为 广义 测度 , 若 
(1) v@ =0, 
(2) “可 取 十 ee 或 一 ce ,但 至 多 取 其 中 的 一 个 ， 
(3) 人 2,…, 有 


| UU = DE,, 


J 一 1 
xc 


这 里 约定 车 【jE 为 有 限 人 时 ， 是 指 级 数 > 绝对 收敛， 


我 们 把 定义 1 6 中 的 测度 称 为 正 测 度 ， 简称 测度 . 本 节 总 假定 
(XX, 绝 ,) 为 可 测 空间 . | 
例 2.1 看 Hi» AH2 为 (X ,2 ) 上 的 两 个 测度 , 且 至 少 有 一 个 是 
有 限 测 度 , 则 vy 二 只 一 J 为 (对 ,多 -上 的 广义 测度 . 
例 2.2 对 于 测度 空间 (X, 统 ,,p) ,我 们 可 以 从 测度 wx 与 一 
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广义 实 值 x 可 测 函 数 f: X->[ 一 co, 十 ce] 出 发 定义 一 个 广义 测 
度 v 如 下 : . 
设 /+ 与 广 中 至 少 有 一 个 属于 ZL+ (AD), 则 对 任意 的 已 E 家 可 
定义 集 函 数 
vE 一 | an 


由 此 不 难看 出 ,是 (X, 灾 ,) 上 的 广义 测度 ， 
定义 2.2 设 v 为 (XX, 织 ,) 上 的 广义 测度 . 称 集 EE 缀 ,为 下 
集 , 若 对 所 有 满足 FE 统 ,,FCE 的 都 有 vF 之 0 成立. 类 似 地 ,可 
定义 w 负 和 集 与 零 集 . 
定理 2. 1(Hahn 分 解 定 理 ) 者 v 为 ( 叉 , 贸 ,) 上 的 广义 测度 ， 
则 存在 X 中 的 ， 正 集 与 和 负 集 N ,使 得 
PUN=X, PNN= 9%: 
证 例如 , 设 v 不 取 十 co 值 ,否则 以 一 /代替 v. 我 们 分 以 下 几 
步 来 证 明 . 
首先 ,我 们 证 明 , 对 于 统 , 中 满足 "4 之 一 co 的 集 4 与 任意 > 
0, 存 在 BCCA, 使 得 vB 之 v4, 并 且 对 所 有 ECB， 省 有 vE> 
_e 成 立 . (读者 一 定 注意 到 ,这 里 的 不 等 式 vB 之 vA 在 正 测度 情形 
下 是 不 可 能 的 ,然而 对 于 广义 测度 却 可 能 ,请 思考 为 什么 ?) 
假定 所 述 结论 不 成 立 , 则 存在 ae 之 0, 使 对 每 个 BCA 且 满 足 
.vyB 之 vA 的 B, 存 在 ECB, 使 vEl 志 一 &. 从 而 有 
v(A—E)=vA4A—vE 之 vA 十 el 字 24 > 一 co. 
取 A 一 Ei, 二 Ai, 对 此 hi, 存在 6 之 0, 使 得 每 个 BiCA, 且 vB 之 v4 
的 Bi ,存在 相应 的 ECBICA ,满足 vyEs< ee. 故 
v(A— E,— E,)=vA—vE—vE, 
宇 vA 十 6 十 6 之 vA 二 一 00. 
如 此 继续 下 去 ,得 一 互 斥 集 列 Ej,j 一 1,2,…. 令 


E=\E,, 


v(A—E)=vA—yvE=yA— DE, 


之 v4 十 十 6 十 6 十 …。 
不 难看 出 ， 


Ss 二 十 co， 

故 "4 一 已) 一 十 co, 这 与 不 取 十 co 矛盾 . 第 一 步 得 证 . 

其 次 ,我 们 证 明 , 若 "4 之 一 co, 则 存在 正 集 PCA, 使 得 vP 
之 v4. 事实 上 , 取 4,=4, 则 v4 > 一 co. 现在 ,归纳 地 构造 4 如 
下 ， 

设 4 ,4 已 选 定 ,满足 

vAj) 守 vA>— oo0, j=1,2,…,n—l. 
依 第 一 步 ,对 于 4,-1 ,存在 4,, 使 得 
A, CA,1!， v4, 完 vA,_1， 

并 且 对 每 个 ECA, 有 vE> 一 1/n. 令 


J 门 A,, 
则 P 便 是 满足 要 求 的 v- 正 集 . 
最 后 ,还 需 证 明定 理 要 求 的 vw 正 集 P 卫 与- 负 集 N 存在 . 只 要 
今 
s= sup{(vA:AE 有 殉 )， 
并 据 前 面 的 证 明 ,构造 2- 正 集 列 {P,} ,使 vP,—s, 再 令 


Be 
多 证 忆 为 二 正 集 , 并 满足 vP=s. 然后 令 N=X 一 PP, 就 可 得 到 汪 负 
集 NN ,而且 PP 与 N 满足 定理 的 要 求 . 这 些 工作 请 读者 自行 完成 . 
定义 2.3 设 p 与 v 为 (X, 绝 ,) 上 的 两 个 广义 测度 . 称 Ap 与 > 
相互 奇异 ,车 存在 ,FE 多 ,, 使 
ENMNF=Y, EUF=X, 
129 


且 巨 为 扩 零 集 , 忆 为 关 零 集 ; 记 为 上 7 
定义 2.4 设 4 为 (X,R,) 上 的 测度 ,v 为 其 上 的 广义 测度 . 称 
关于 4 为 绝对 连续 的 , 若 对 每 个 y- 零 测 集 EE( 即 EE RpE=0. 
注意 , 它 与 /- 零 集 不 同 ), 也 有 yE=0; 记 为 v 季 k. 
我 们 建立 广义 测度 的 Jordan 分 解 定理 . 
定理 2. 2 若是 (X ,家 ) 上 的 广义 测度 , 则 存在 唯一 的 分 解 
式 
一 上 睹 一 )， 
其 中 wv 与 上 为 两 个 相互 奇异 的 正 测度 ,wv . 
证 ”由 广义 测度 的 Hahn 分 解 定理 ,存在 正 集 己 与 人 负 集 
N ,使 得 X=PUN,PNN=. 令 
vt+(E)=vENMP), v(E)=— v(E NN), 
则 洲 与 洲 便 是 满足 要 求 的 两 个 测度 . 
唯一 性 证 明 如 下 : 若 同 时 有 y 二 y+ 一 y+ 与 y= 二 这 一 呈 ， 
此 上 志 . 则 存在 巨 ,FE 宛 。, 满 足 EUF=X,ENF= 多 ,并 有 
(EF) 一 内 (F) 一 0. 
于 是 ,X= 二 EUF 也是， 的 Hahn 分 解 . 令 PAE=(P—E)U(E— 
也) 为 对 称 差 , 则 有 等 式 
y(PAE) =v(P— E)+rv(E m7?)=0. 
从 而 推 得 (P 一 已 ) 一 0. 同 理 得 "( 尼 一 P) 一 0. 于 是 对 每 个 4< 纹 。 
有 
vt(A) 一 于 (4 一 正 ) 一 v(A NE)= vA NP)= vt+(A), 
(A)=w(A—F)=v(A NF)= vA NN)= (4). 
唯一 性 得 证 . 
定义 2.5 我 们 称 广义 测度 "的 Jordan 分 解 式 "一 必 一 六 中 
的 地 与 妇 分 别 为 "的 正 变 差 与 负 变 差 . 称 姓 十 六 为 ， 的 全 变 差 ， 
记 为 | ,| 一 广 十 ”， 
义 上 的 复 值 函数 让: X 一 C 关于 ”的 广义 积分 定义 为 
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3 
| 
上 


上 式 右边 的 积分 是 关于 正 测度 几 与 三 的 ,它们 已 在 上 节 中 定义 . 
和 上 的 关于 广义 测度 > 的 可 积 空 间 志 (四 定 义 为 
LO) = LO ) 站 工人 (一 )， 

我 们 称 广义 测度 v 为 有 限 的 ,车 lv| 是 有 限 的 ; 称 v 为 co。 有 限 
的 , 若 |v| 是 co 有限 的 . 

由 定义 不 难看 出 ,者 广义 测度 > 关于 测度 p 绝 对 连续 , 则 |v| 
关于 py 也 绝对 连续 ;反之 亦 然 , 且 成 立 

CuOlv|<uxOrvrKpy 与 wk. 

定理 2.3 设 v 为 有 限 广义 测度 ,py 为 正 测度 . 则 we&w 当 且 仅 
当 对 任意 se>0, 存 在 SG>0, 使 得 |:" 开 |<s 对 所 有 满足 KE< 8 的 五 
都 成 立 . 

证 由 于 vy 当 且 仅 当 Iv1<p, 且 有 |vE| 志 |v1(E), 故 只 要 
对 |v| 证 明定 理 就 够 了 . 为 此 也 只 要 设 v 为 正 测度 . 

必要 性 ， 我 们 用 反 证 法 . 若 结 论 不 成 立 , 则 存在 eo 盖 0, 使 得 对 
所 有 nEN, 有 EE 绝 ,, 目 uB, 二 2", 但 却 有 vE, 之 eo 成立. 令 

Pe lh Ba | 
则 pg 记 过 2, 故 pF==0. 但 因 vFR 之 eo, 且 v 为 有 限 , 据 定理 1.3 中 
的 (3), 有 
vF = limyF, 之 80. 

这 与 假设 “Kew 了 矛盾 . 定理 得 证 . 

定理 2. 4( 积 分 的 绝对 连续 性 ) 设 为 (X, 纪 B,) 上 的 正 测度 . 
对 于 X 上 的 复 值 上 可 测 函 数 f, 若 /€ LCp), 则 对 任 给 的 e 汪 0, 存 
在 9>0, 使 得 当 yk<6 时 ,有 


anlss 
E 
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证 据 定理 2. 3, 由 
vE 一 | man 


定义 的 广义 测度 v 关 于 是 绝对 连续 的 . 对 于 JEZ(CA) ,只 要 把 上 
述 结 果 用 到 Ref 与 Imf, 便 得 本 定理 的 结论 
现在 我 们 引进 一 个 记号 .车 4 与 vy 之 间 有 如 下 关系 :存在 实 值 
4 广义 可 积 肖 数 f ,使 得 
| /fan, (2. 1) 


则 记 为 dv = fdy, 这 里 广义 实 值 x 可 积 函 数 了 可 视 为 一 个 固定 的 
元 : 

下 面 证 明 广 义 测 度 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 定理 . 为 此 
先 叙 述 一 个 引 理 . 

引 理 2.1 若 * 与 为 (X, 家 ) 上 的 有 限 测 度 , 则 或 者 > 上 Am， 
或 者 存在 S>>0, 及 存在 已 E 家/ 天 >>0, 使 得 

(vy— OE) = rvE— OuE > 0, 
亦 即 "之 9w 在 Ek 上 成 立 . 
wu 一 “一 二 Hp 7 和 世人, 


据 Hahn 分 解 定理 ,存在 -=- 正 集 上 与 -人 负 和 集 NN, ,满足 
X=P,UN,, PN,= 282, n€EN. 


记 
a ns N = YP = NeP,. 
显然 ,对 每 个 久 ,nEN,P 与 NN 分 别 为 v - 正 集 与 ; - 负 集 .于 是 ,对 
任 一 个 EE 农 , 且 ECN, 有 
ww(E) 一 vBE) — TuE)SO, n€EN. 


| 
有 
] 
E 
| 
| 


v(E) < T(E). 


由 假设 ,x,v 都 是 有 限 ( 正 ) 测 度 , 故 令 n 一 十 co, 得 v(E) 二 0 对 每 个 
EER, 成 立 . 从 而 v(N)=0. 
若 pw(P)=0, 则 据 定 义 2.3 知 pv 
车 w(P)>0, 则 存在 mEN, 使 w(P,) 之 0, 且 P, 为 v- 正 集 . 
取 
c= 二 >0 与 E=P,,， 


则 
nu(E)>0, 且 v— ep(E) = (8) 0. 

引 理 得 证 . . 

定理 2. 5(Lebesgue-Radon-Nikodym 定理 ) 设 v 为 (X, 久 ,) 
上 的 oo 有 限 广义 测度 ,yp 为 (X ,家 ) 上 的 c 有限 测 度 . 则 在 (X, 统 ,) 
上 存在 唯一 的 一 对 o 有 限 广义 测度 与 p, 使 得 

ALy, Pk, 

且 v=4 十 p. 进而 ,存在 一 广义 p 可 积 实 函数 /: X 一 R, 使 dp = 
fdp. 

证 首先 设 v 与 p 为 有 限 ( 正 ) 测 度 . 令 


F=f/:X 一 [0, 十 o0, 且 对 每 个 EE 多 ,| fdx <vE]. 


则 /f,gE€. 多 斑 涵 h==max(f,g)E€ 多. 其 实 , 若 设 
A= {xzE€EX: f(r) > g(x)), 
则 对 每 个 EER,, 有 EE 一 A=={xEX: f(x) 二 g(x)), 故 


| Cz)dn= 中 十 | juan 三 | an 让 | gd 
vA+rvE mA)= 1vE. 


心 


a 一 sup {| edx :gE 多 | 
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我 们 证 明 ,存在 JE 多 ,使 得 
| an 一 4， 
并 且 f 是 wa.e. 有 限 的 (因此 不 失 一 般 性 ,可 设 了 在 X 上 处 处 取 
实 值 ). 事实 上 , 因 ， 为 正 测 度 , 对 每 个 gE .多 ,有 
| gdn < ux < 二 co. (2. 2) 


从 而 a<vX< 十 oo. 选择 {J,}C 多 ,使 得 | f.dp 一 a. 令 
gn = max(fyy sf,), /= supf,, 


由 | gdp 之 | fdx, 得 


lim| gd 之 lim| fdp = a. (2. 3) 
提 ,4 a x 


因此 ,一 方面 ,evE 多 , 它 满足 (2. 2) 式 , 故 有 | g.dp < ,再 联合 
(2. 3) 式 ,得 
lim| gd = 
另 一 方面 ,由 定义 g, 和 了 , 据 单调 收敛 定理 ,有 
| fax= lim| gdu =a. 


再 因 g,E 多 比 涵 | gudx 芝 民 , 得 到 | fdx<vE. 于 是 ,fE .这 
样 ,了 便 是 满足 要 求 的 函 数 . 

现 对 上 一 步 所 得 的 ,我们 证 明 dy 一 fdx 关 于 是 奇异 的 . 

事实 上 ,因为 正 测度 ,f€E 祈 , 且 :XX 一 [0, 十 o0j, 从 而 
fdy 确定 一 个 正 测度 ( 见 (2.1) 式 ). 于 是 ,dv 一 fdy 确定 一 个 广义 
测度 , 记 为 4, 或 d4==dy 一 /dx. 下面 我 们 证 明 4 关于 是 奇异 的 ， 
BIALw. 

如 吞 不 然 , 则 4 与 pg 之 间 有 关于 引 理 2.1 的 第 二 种 情况 成 立 ， 
即 :存在 e>0 及 EE 统 ,, 使 得 jE>>0, 且 4 之 ey 在 上 成 立 . 于 是 ， 
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对 于 互 的 特征 函数 Xi, 有 
exedpy < XedA dA= dy — fdy, 
故 
(f + exs)dpy & dv. 
这 蕴涵 /二 eXxs€ 多 .但 因 


[G+ exedp =— | ax+ exsdp = a + epE >a, 


与 4 为 上 确 界 矛 盾 ,所 以 4x. 
.于 是 ,由 dX 二 dv 一 fdy 得 到 dvy=d4 十 fdy. 令 dp = fdx, 便 
有 dv 二 d4 十 dp. 进而 ,p&p 可 由 定理 2.3 与 定理 2. 4 得 到 .了 的 
A 几乎 处 处 意义 之 下 的 唯一 性 ,我 们 留 作 习题 . 这 样 ,在 vy 与 为 
有 限 ( 正 ) 测 度 的 情形 下 ,我 们 证 明了 定理 . 
下 面 证 明 , 当 jy 与 vy 为 a 有限 ( 正 ) 测 度 时 ,定理 结论 成 立 .不 
失 一 般 性 ,将 XX 记 为 


Re 
而 pAj 达 十 co，vAj 过 十 o0， j=1,2,3,…. 定义 
LE)= (EMAD), vE)=rv(ENMNA), jEN. 
对 pj,v; 应 用 前 一 步 的 结果 ,得 
du 一 dh 十 /dp 
而 且 
NX—A)=0, flx-a=0. 


1 一 > > 
(w 与 为 正 有 限 测 度 ， 保证 ， 与 /有 意义 ). 得 dy = dA 十 fdx, 且 
也 有 4 上 py, dp 二 fdpy,， p< 匀 4 及 了 的 唯一 性 . 
最 后 , 设 v 为 a 有限 广义 测度 ,只 要 对 vt 与 应 用 上 面 结 果 
便 得 定理 的 结论 . 从 而 定理 得 证 . 


定义 2.6 若 whpo 与 4 满足 定理 2.5 的 条 件 ,我 们 称 v=4 十 

p 为 v 关 于 的 Lebesgue 分 解 .进而 ,车 还 有 vy, 则 分 解 式 中 的 

A 项 消失 ,得 ds= fdx, 这 时 我 们 称 f 为 vv 关于 py 的 Radon- 

Nikodym 导数 , 记 为 f=dv/dy. 此 式 实际 上 表示 dv/dpy 为 入 几乎 
处 处 等 于 f 的 一 个 函数 类 . 不 难看 出 ， 

d(y 十 v2) 2 dy 


可 二 gz (2. 4) 
A 大 I 
定理 2.6 设 v 为 o 有限 的 广义 测度 ,x 与 4 为 oa 有限 测 度 ， 
又 设 v 4; 且 A <4, 则 我 们 有 
(1) v < 入 1, 且 下 式 成 立 
dy _ dy dp 
本 4 A-a. e.; z (2.5) 
(2) 若 还 有 gE€ELG), 则 gldv/dy) € L(p), 且 
dv 
| ed 一 | a (2. 6) 


(3) 若 更 及 它 4 与 4 安 p, 则 dXh/dpy= 二 (dpy/d4)' 关 于 或 
疡 几乎 处 处 成 立 . 

证 “不 失 一 般 性 ,只 需 对 "为 (X, 家 ) 上 的 正 测度 进行 证 明 . 
先 证 (2). 

由 dv/dy 的 定义 知道 , 当 g= 二 Xs 时 , (2) 中 的 等 式 成 立 , 亦 即 


xed 下 | 5 Pd, 
这 里 Xs 是 EE 的 特征 函数 . 然后 ,由 积分 的 线性 及 非 负 函 数 的 单调 
收 和 敛 定 理 , 知 (2) 中 等 式 对 非 负 可 积 函 数 成 立 . 再 由 积分 的 线性 性 ， 
知 (2) 对 任意 的 gE 艺 (成立 ， 
对 于 (1), 用 4 与 4* 代 赫 v 与 , 令 g = 二 Xadv/dpy, 由 (2) 可 得 


| gid 
必 一 | 时 dr 一], 蝶 号 


对 所 有 EER, 成 立 , 故 得 (1). 
(3) 则 是 上 述 (1) 与 (2) 的 推论 , 
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3 Borel 测度 ,正则 Borel 测度 ,Radon 测度 


读者 已 经 看 到 ,在 可 测 空间 (X ,家 ,) 上 不 一 定 有 测度 ,但 仍 可 
定义 可 测 集 与 可 测 函 数 . 而 在 测度 空间 (X, 农 ,pw) 上 ,由 于 测度 jp 
的 引进 ,关于 w 可 测 集 与 4 可 测 函 数 的 性 质 要 比 可 测 空间 上 的 情 
形 丰 富 得 多 ,而 且 可 以 建立 相应 的 抽象 积分 理论 . 然而 ,不 论 是 可 

测 空间 还 是 测度 空间 ,对 集合 X 都 只 要 求 是 一 个 给 定 的 基本 集 ， 
并 未 涉及 XX 的 拓扑 结构 与 代数 结构 . 现在 ,在 本 节 中 我 们 假设 六 
为 T, 型 局 部 紧 拓 扑 空 间 , 然 后 在 这 种 空间 上 来 讨论 测度 的 具体 表 
现形 式 . 本 节 中 所 提 到 的 测度 都 是 指正 测度 . 

定义 3.1 设 X 为 一 T, 型 局 部 紧 拓 扑 空间 ,r 为 和 中 开 子 集 
的 全 体 所 成 的 集 族 . 我 们 称 由 所 生成 的 c 代数 多 三 wy,(7r) 为 了 
的 Borel 集 类 ,而 称 多 的 元 为 X 的 Borel 集 . 这样,( 久 ,多 ) 成 为 一 
个 可 测 空间 . 多 中 的 每 个 Borel 集 便 是 可 测 集 . 在 (X ,多 ) 上 ,可 测 
也 数 的 定义 与 $1 的 定义 1.4 一致 .不 仅 如 此 ,我 们 还 可 以 定义 
(X, 胞 ) 上 的 可 测 映射 . 例如, 设 Y 也 是 一 个 拓扑 空间 ,f : XX 一 Y 
为 拓扑 空间 XX 到 拓扑 空间 Y 的 映射 . 若 对 Y 的 任意 开 子 集 G ,都 
有 f'(G)E 多 , 则 称 /为 Borel 可 测 映射 ,或 简单 地 称 为 Borel 映 
射 . 当 Y=R 时 ,f 称 为 Borel 函数 . 

由 定义 立即 得 到 , 若 / : XY 为 连续 映射 , 则 它 是 Borel 映 
射 . 

定义 3.2 阁 4 是 定义 在 T, 型 局 部 紧 空 间 X 的 Borel 集 类 
多 上 的 测度 , 则 称 w 为 X 上 的 Borel 测度 . 

若 yp 为 XX 上 的 正 Borel 测度 ,并 且 对 Borel 集 EE 名 ,有 

XE =inf{xU :UE 有 HU 为 XX 的 开 子 集 }， 
则 称 在 E 上 是 外 正则 的 ， 
若 对 EE 各 有 
p= sup{xK :KCEk 有 有 8K 为 X 的 紧 子 集 }， 
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则 称 g 在 E 上 是 内 正则 的 . 

车 ww 在 所 有 Borel 集 上 既是 内 正则 又 是 外 正则 的 ,就 称 p 为 
X 土 的 正则 Borel 测度 . 

比 正 则 Borel 测度 稍 弱 一 些 的 是 Radon 测度 . 

定义 3.3 车 4 为 XX 上 的 Borel 测度 ,并 且 它 在 每 个 Borel 集 
上 是 外 正则 的 ,在 每 个 开 集 上 是 内 正则 的 ,而 在 每 个 紧 子 集 上 是 有 
限 的 , 则 称 4 为 X 上 的 Radon 测度 . 

现在 我 们 来 证 明 T, 型 局 部 紧 空 间 X 上 关于 Radon 测度 的 
Riesz 表现 定理 . 

先 引 进 几 个 记号 : 

(1) rz: X 中 开 集 的 全 体 所 生成 的 集 类 . 

(2) 9: X 中 紧 集 的 全 体 所 生成 的 集 类 . 

(3) CCX)。X 上 复 值 连续 函数 的 全 体 . 

(4) B(X):; 了 X 上 有 界 复 值 函数 的 全 体 . 

(5) 上 fl,: 了 的 一 致 范 数 ， 

fl, = sup{(f (x)| :x € X}. 
(6) supp(f): 连续 函数 f 的 支 集 ， 
supp{(/) = {x EX: f(r) 0}. 

(7) CA(X): C(X) 中 supp(/)E%Y 的 的 全 体 . 

(8) Co(X): Co(X)={fEC(X): 对 任意 e>0,(1zEX : 
[f(zx)|>e} EH }. 

(9) f<U， 对 于 AEC(X) 与 XX 的 开 子 集 UU, 若 0 二 1, 且 
supp(CACU, 记 为 f<U. 

定理 3.1 设 了 为 C.(X) 上 的 正 线性 泛 函 , 亦 即 对 C.(X) 中 的 
f 宇 0;, 有 I(/) 衬 0. 则 存在 XX 上 唯一 的 Radon 测度 ,使 得 


rp = | an 


对 所 有 FEC:(X) 成 立 ,并 且 4 满足 : 
(1) 车 VEr, 则 pw)=sup{(TICm : fEC(X) 有 8 f<U); 
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(2) 春天 E.2, 则 ARK)=inf(TCA : fEC (XH fxx), 
其 中 xx 为 天 的 特征 函数 . 

证 ” 先 证 唯一 性 . 若 y 是 满足 定理 结论 的 Radon 测度 ,由 于 
它 在 每 个 Borel 集 上 是 外 正则 的 ,而 在 每 个 开 集 上 是 内 正则 的 ,我 
们 只 要 证 明 jy 在 每 个 紧 集 KE.% 上 唯一 确定 就 够 了 . 为 此 , 设 和 
与 jy 为 满足 定理 结论 的 两 个 Radon 测度 ,给 定 天 GE .2 任 给 es 
0, 据 pi,p 的 外 正则 性 与 Urysohn 引 理 以 及 假设 条 件 (1) 与 (2)， 
存在 开 子 集 UEr, 使 KCU ,并 且 存 在 fEC.(X), 使 得 /<U, 和 且 
三 一 1 ,满足 


AI ( 开 ) 一 | xuan 二 | fan = 1(f) 一 | an 


二 | xdm 一 Hz (U) < LCK) 十 6 


从 而 ,Am (KK) 委 pe( 开 ). 类 似 的 论证 可 得 po(K) 志 py(K). 唯一 性 得 
证 . 
为 证 存在 性 , 当 C:(X) 上 的 正 线性 泛 函 了 给 定 后 ,我 们 采取 以 
下 步骤 来 定义 w, 并 证 明 它 满足 定理 结论 . 
(a) 对 X 的 每 个 开 子 集 VEzr, 定 义 
AU = sup{1I(f): ff EC(X)EHB /<U). (3. 1) 
(b) 对 XX 的 任 一 子 集 E, 定 义 
(EE)=int{yU):UOE,HUEL). (3. 2) 
这 样 定义 的 x" 当 E=UEr 时 有 py" (VU)=p(U). 事 实 上 ,对 于 U 
Er, 一 方面 有 
p° (U) = inf{y(V): VOU,EV Er SuU); (3.3) 
另 一 方面 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 VEr, 且 VDUD ,使 
L(V) < AD) 十 E. 
由 (3.1) 式 定义 的 p 的 单调 性 是 明显 的 , 故 得 到 jy(U) 才 jy(V) 二 
4"(U) 十 ee 的 任意 性 给 出 y(U0) 声 py" (VD). 结合 (3.3) 式 便 得 
4(U) = py" (U). 


(c) 证 明 p' 为 多 (X) 上 的 外 测度 . 
只 需 证 明 , 对 于 {Ej;}CC 多 (X), 有 


pl| Ua < YE) (3.4) 
然而 ,也 只 需 对 已 =LEr 证 明 (3.4) 式 就 够 了 ,因为 不 难看 出 ,由 
(3, 2) 式 定义 的 py' 有 如 下 的 表示 


jC inf{ 2 wdUD + wer 且 ECUo (3.5) 


现在 证 明 (3.4) 式 对 于 E;==Uj;Er 成 立 . 取 fECA(X) 且 /< 
U, 令 KK==supp(/). 由 于 KEr, 而 且 
KCU= Uv,, 


故 存在 LDL 使 得 KC (vu.,. 从 而 存在 Els" Bn € C.(X), 


j=1 


使 得 gi 之 Us 且 2 二 1 在 K 上 成 立 .于 是 ,我 们 得 到 


f= > fe; <U,. 
这 样 ,对 正 线性 泛 消 7， 下 式 成 立 


1 =1| Df) SV YAO pd 
j=1 j= j=1 j=1 
因 f<U , 故 得 
AGO) SIN < Dp U,)). 
j=! 

这 就 证 明了 (3. 4) 式 对 于 E; 二 Uj;Er 成 立 . 

(d) 证 明 每 个 开 子 集 UEr 是 p' 可 测 的 . 也 就 只 要 证 明 对 每 
个 UEr 与 每 一 个 EEZ(X), 有 | 

jp (E) 宕 pp (ENMNU) + (ENGU). (3. 6) 

pj* (EF) 二 十 co 时 (3.6) 式 显然 成 立 , yx"(E) 达 十 时 ,再 分 两 种 情 


况 考虑 : 
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| 
| 
| 


ee 


情形 一 ，EErt 时 ,有 ENUEr, 故 
u(ENMNU) = sup{1(f) 1: f ECX),S KENU). 
于 是 ,对 任 给 的 se>0, 存 在 fE€EC.(X),f<ENU ,使 得 
T( 站 >AGE 站 D) 一 人 ， 
而 且 一 supp(f) = 站 名 supp(f] ) Er 为 开 集 , 从 而 存在 g € 
C.(X),g < 上 一 supp(/)，, 使 得 
I(g) > 1(E — supp(f)) ~—&. 
由 于 supp(g) 门 supp(f) = 好 , 故 
Of/+g<1l, f+e<E, 
我 们 有 
Ap (E)= p(E) 之 I(f +g)=1(/)+I(g) 
> pulE MMU) + LE suppf)) 一 2e 
= J"(E NU) (EO supp(f)) 一 2e. 
令 上 一 0, 得 到 
pu ( 匹 ) 之 AH 下 门 D) 十 A( 开 一 supp( 方 ) 
之 4° (EMU)++p’(E— UU). 
情形 一 得 证 . . 
情形 二 ， 下 ES2(X) 时 ,对 任意 的 e 汪 0, 存 在 VEr,VDDE, 使 
得 jy(V) 过 pu" (E) 十 e. 于 是 有 
A" (E)+e>pV) VV (UV)+p (Vo UV) 
. 之 Ap 正门 DO 十 ACE 一 局 )， 
由 es 的 任意 性 即 得 (3. 6) 式 . 

至 此 ,我 们 证 明了 UEr 是 py' 可 测 的 . 

(e) 证 明 ; 对 义 的 Borel 集 类 名 而 言 ,每 个 EE 多 是 pu* 可 
测 的 ,因而 y= 12 是 多 上 的 Borel 测度 ,并 且 在 名 上 是 满足 
(1) 的 外 正则 测度 . 

由 (d) 知 每 个 UEr 为 py' 可 测 , 据 定理 2.2,py' 可 测 集 的 全 体 
x 是 一 个 o 环 ,而 且 trCwy, 故 它 包 含 由 rt 产生 的 o 环 绝 ,(7). 但 
因 关 Er, 故 絮 ,(r)= 二 v7,(T) 二 多 .这 样 ,u's 为 Borel 测度 ,满足 
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(1), 同 时 由 (3. 2) 式 知 ,w 在 多 上 是 外 正则 的 . 
(f》 证 明 y= 二" |s 满 足 (2) ,并 且 在 r 上 是 内 正则 的 ,在 .2 
上 是 有 限 的 . 
其 实 , 固 定 一 个 KE ,对 任意 的 e 汪 0, 与 任 一 个 /EC.(X)， 
且 f 之 xXx; 令 | 
U.= {rEX: f(r)>1— ee). 
U, 为 开 集 , 故 gE€C.(X),g<U,, 得 
0 p(x 1 (Le f(x); 
从 而 
I(g) <I(l e071f)= (0 — ef). 
我 们 得 到 
LC(K) puU) (1 — TN). 
令 e 一 0, 上 式 缠 涵 jC(K) 志 1(f). 于 是 
LC(K) in{f{I(f): f EC(X),f Xk}. (3.7) 
另 一 方面 ,对 于 每 个 UEr, 且 VD 天 , 据 Urysohn 引 理 知 , 存 在 / 
EC.(X) ,满足 flx=1,flwv==0,0 志 f/f 志 1,; 即 f 之 Xr,/<U. 由 此 
我 们 得 到 
1(f) 委 pp(U). 
对 上 式 左 边 取 下 确 界 得 
inf{1(f) : f € CX),f 2 Xk} Sp(U); 
再 对 其 右边 取 下 确 界 ,并 利用 的 外 正则 性 ,得 
inf{I(f) : f € CX),f > Xr} 
inf(xU):UOKUEr} = pk). (3. 8) 
(3.7) 与 (3. 8) 式 给 出 (2) 所 要 求 的 等 式 . 为 完成 (2) 的 证 明 , 还 需要 
证 : 
Qi) pj(K)< 过 十 o 对 每 个 KE 成 立 ; 
Gi) 六 是 内 正则 的 . 
这 两 个 事实 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 ， 
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(g) 证 明 对 每 个 了 e CCX),I(f) 二 | fa 缘 成 立 . 
分 四 种 情形 讨论 ， 
情形 一 ， 首 先 对 /EC.(X),0 声 f 志 1 证明 上 述 结论 . Soe 
supp 《用 ). 对 每 个 固定 的 WEN, 作 紧 集 
Ki= {|zEX! /fm) > 址 }= | (au 


不 难看 出 ,Kj 沪 Kj. 在 Kj+1: 上 定义 函数 f(1 声 j 才 NN) 如 下 ， 


0， Z 所 天 -1， 
jr) f(x) — Ll, TERK 
1/N, rEK, 


我 们 有 
1 1 
NXx, = NXxj: 
由 于 py 是 正则 Radon 测度 ,其 相应 的 积分 可 按 8$ 1 中 所 述 的 方式 
定义 ,从 而 两 个 积 


| fdx 与 | Xx dp 
号 p>, 
有 意义 . 据 w 的 单调 性 ,有 
KK) < | mans pK). (3. 9) 


由 方 的 定义 与 了 的 连续 性 , 知 
f;€E CAX), OSCN/;S1, supp(f)) CCK. 
由 此 ,对 满足 ZL 过 天 -的 UEr, 下 面 不 等 式 成 立 . 
TCNJ;) < pl(U). 
于 是 


AK) ST) < Kj ). (3. 10) 


因为 了 = 2 亡 , 分 别 对 (3. 9) 与 (3. 10) 式 求 和 ,得 
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N N—1 


TDK S| fdp < NDAKD) 
j=0 


Nt 


1 N 1 N—1 
o 2 AKD <IN EN 2 
[rn | an < {pCKo) 2 


1 
委 NHCsupp Cf)). 


再 据 supp(f) € .psupp( 门 ) < 十 co, 令 六 一 十 co， 得 
TCP) = | i 
Xx 
情形 二 若 f€EC(X),f 之 0,; 则 maxf = M<< 十 co. 作 访 一 


f/M, 易 见 fi 满足 情形 一 的 条 件 ,从 而 
I(f) = | Amaw 


此 即 1(/) = | fax 
情形 三 . 若 EC.(X), 且 f 取 实 值 , 则 令 f= 让 一 广 . 对 广 
与 六 分 别 使 用 情形 二 的 结果 ,再 利用 积分 与 泛 函 的 线性 性 , 便 得 
1(f) = [fax 
情形 四 . 若 € C:(X), 且 也 取 复 值 , 令 了 = Ref 十 iImf. 对 
f 的 实 部 Ref 与 虚 部 Im 三 分 别 使 用 情 乡 三 的 结果 ,得 到 
1(f) = | an 


定理 得 证 . 
Radon 测度 被 广泛 地 应 用 于 泛 函 分 析 、 微 分 方程 及 其 他 数理 
学 科 等 领域 ,因此 研究 它 的 性 质 至 关 重 要 . 下 面 我 们 给 出 一 些 基 本 
性 质 , 有 的 证 明 留 作 习 题 . 
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定理 3.2 设 久 为 T; 型 局 部 紧 空 间 , 我 们 有 

(1) 若 w 为 和 上 的 cc 有 限 Radon 测度 , 则 是 正则 的 ; 

(2) 若 和 为 c 紧 空间 ,w 为 和 上 的 Radon 测度 , 则 jy 是 正则 
的 . 

证 〈1) 只 要 证 明 yp 在 每 个 Borel 集 上 内 正则 就 够 了 . 为 此 
也 只 要 证 明 Radon 测度 w 在 每 个 c 有 限 集 上 是 内 正则 的 (参看 本 
章 习题 28). 

分 两 种 情况 证 明 : 

(a) 设 EE 久 为 X 中 的 p 可 测 集 , 目 py(E) 二 十 co. 由 yp 在 
多 上 的 外 正则 性 ,对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 UETr, 满 足 

UIDE, py(U)<uE)+E. 
从 而 ,x(U 一 E)<e. 据 U 一 EE 名 与 4 的 外 正则 性 ,有 VEr,V 恬 
U 一 E, 使 AIV)<2e. 再 由 py 在 tr 上 的 内 正则 性 ,对 上 述 U, 存 在 KK 
EH ,KCU ,使 
A(K)> ARCU) 一 &. 
令 KK 二 KK 一 V , 则 KE ,KCE. 于 是 
ALK)= pC(K)— pK NV)> VU) — eo nV) 
> Au(E) 一 36， 
这 恰 给 出 jx(E) = sup{x(K): KCE,KE %). 
(b) 设 E 为 o 有限 集 , 且 pj(E)= 十 0. 令 


E (jE; 
jl 
对 任意 NEN, 有 jEN ,使 得 
由 上 在 E; 的 内 正则 性 ,存在 KE.% ,使 KCE;,H 
AL(K)>u(E)+e>N+e. 


有 


故 
sup{u(K): KCECE, KE XH)}=++ oo = plE). 
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(a) 与 (b) 给 出 yy 在 EE 上 的 内 正则 性 . 


(2) 的 证 明 留 作 习 题 . 

定理 3.3 设 / 为 和 上 的 c 有 限 Radon 测度 ,EE 名 为 X 中 
的 Borel 集 , 则 

(1) 对 任 给 的 e>0, 存 在 开 集 尽 与 闭 集 F, 使 FCECU, 且 有 
u(U—F)<e. 

(2) 存在 F, 型 集 A4 与 G; 型 集 B8, 使 ACECB, 且 

kL(B— A)=0, 

这 里 ,型 集 定义 为 可 列 多 个 闭 集 的 并 ,Gs 型 集 定 义 为 可 列 多 个 
开 集 的 交 . 


证 取 EE 儿 , 令 
E=(E，EE, 互 斥 ，p(E) < 十 co， 
由 外 正则 性 , 任 给 6>0, 存 在 enV 
AD uAE) 十 了 


SU=UUer 则 U>E, 且 
ee | Uv 一 =# Uw,—E) 


-3G — E,) < DU — pAE) 


J=1 


这 蕴涵 Ap(U 一 五 )<e/2， 
另 一 方面 ,由 安 EE 多 , 据 如 上 同样 推理 ， eR 
使 


u(V 一 GE) 一 


取 下 二 儿 V ,F 为 闭 集 , 且 FCECU, 有 
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upU— = AU — E)U (一 下)) 
= py(U — E)+ pw(E— HF) 
= py(U 一 五) 十 PC — FE)T Ee. 
(1) 得 证 . 
现 证 (2). 取 e==1/n, 据 (1) 的 结论 ,存在 CECU,, 了 ,为 闭 
集 ,U, 为 开 集 ,满足 


plU, — F,) < i. 
A 
ye 
A 为 F, 型 集 ,B 为 G; 型 集 ,满足 4ACECB, 且 
eB8— MD=—ANV, -Ur) < Fy <i 


故 w(B 一 4) 一 0. 定理 得 证 . 

定理 3.4 若是 和 上 的 Radon 测度 , 则 CC(X) 在 Lr(p) 中 
称 密 ,1 寺 p 过 十 cco. 

证 首先 注意 到 ,车 为 了 上 的 正 测度 , 则 简单 函数 集 


5S 一 (7 = ZaiXs, : LCE,) < 十 0,E; 互 斥 ， 
j=1 
4 为 常数 ,1 < j 之 
在 L? 中 稠密 ,1 志 p 二 oo0. 显然 SCL?, 且 
far | | Bax ar = | lolsae 


一 > lajl?ulE,). 


据 积分 中 众所周知 的 定理 ,对 EL, 存在 简单 函数 列 mAES， 
使 得 一 f,a.e. , 且 1g,| 志 1f1|. 因此 ,由 
hEL 及 Ip-/hP<2lfher, 


147 


利用 控制 收敛 定理 便 得 
| 9 — fil,~ 0. 
于 是 为 证 明定 理 , 只 和 需 证 :对 于 每 个 EE 多,p(E)<< 十 吕 , 存 
在 /EC.(X), 使 得 
1 xs — fl, <e. 
事实 上 ,对 任 给 的 se 之 0, 由 Radon 测度 在 oc 有 限 集 上 的 内 正 
则 性 ,对 于 EE 多 ,存在 KE ,KCE ,使 


uCEY— 四 一 pw( 开 )， 
再 由 Radon 测度 的 外 正则 性 ,存在 UEr,UDDE, 使 
pCE) 十 > yp(U). 


于 是 
AU — K)= pp(U — E)+ pl(E — K) 
= jp(U) 一 p(E) 十 pCE) 一 天) 
E E 
~ 六 十 ne 
对 必 与 U 使 用 Urysohn 引 理 ,存在 FE C.(X) ,使 得 Xe 所 /所 Xo. 
我 们 得 到 
Hxe— fl,= (eco — fo) dy)" 


一 (人 =-rpan+| 一 yd 


+ | lxef bldp)” 
<{uU— E+nE— K))S 
= (AU — K)}s < et. 
这 就 是 要 证 明 的 . 
著名 的 Lusin 定理 的 结论 对 Radon 测度 也 是 成 立 的 . 


定理 3.5 若是 了 上 的 Radon 测度 ,f : X 一 C 为 p 可 测 函 
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数 , 且 Aw( 五 ) 王 wp({(XYEX : f(z) 关 0)) 过 十 co. 则 对 任意 的 e 汪 0, 存 
在 gEC.C(X), 使 得 不 等 式 
LH({T EX: f(r) A Le 

成 立 . 若 还 假定 /是 有 界 的 , 则 8 也 有 界 , 且 满 足 ‖ gp, 委 1 AI. 

读者 可 参照 实 变 函 数 的 方法 自行 证 明 . 这 个 定理 的 意义 是 明 
显 的 :在 定理 的 条 件 下 ,yx 可 测 函 数 除 了 一 个 产 测度 任意 小 的 可 测 
集 外 ,与 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 函数 相等 . 

最 后 可 以 仿照 $》2 中 的 思路 定义 广义 Radon 测度 . 

定义 3.4 设 铸 为 T; 型 局 部 紧 空 间 ,p 为 XX 上 的 Borel 测 
度 , 车 4 的 正 变 差 p!' 与 负 变 差 / 妇 都 是 正 Radon 测度 , 则 称 w 为 广 
义 Radon 测度 . 

关于 广义 Radon 测度 的 性 质 及 结构 ,在 此 就 不 多 叙述 了 . 


34 复 测 度 


Riesz 表现 定理 (定理 3.1) 显 示 了 测度 论 与 泛 函 分 析 的 紧密 
联系 ,也 提供 了 构造 测度 的 有 力 工 具 . 本 节 将 引入 在 理论 与 应 用 上 
都 有 重要 意义 的 复 测度 及 复 Radon 测度 等 概念 ,给 出 一 些 重 要 性 
质 , 并 证 明 Co(CX) 的 对 偶 空 间 是 蒜 上 全 体 复 Radon 测度 所 生成 的 
集合 M(X), 由 此 读者 可 体会 到 复 测度 的 实质 . 

现在 讨论 复 测 度 . 我 们 给 出 如 下 定义 . 

定义 4.1 设 (X, 哆 ,) 为 一 可 测 空间 , 称 经 ,上 的 复 值 集 函数 
Kk: 宛 , 一 (C 为 复 测度 ,如 果 

(1) nu =0, 

(2) 若 EE 绝 , 为 两 两 互 斥 的 集 列 , 则 


A a) = Bee, 
这 里 等 式 是 在 右边 级 数 绝 对 收敛 意义 下 成 立 ; 特别 指出 ,级 数 不 允 


许 取 无 限 值 . 因此 ,一 个 广义 测度 或 正 测度 (参看 定义 2.5 或 定义 
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1. 6) 视 为 复 测 度 , 当 且 仅 当 它 们 是 有 限 测度 ， 

若 4 为 (X, 统 ,) 上 的 复 测度 ,我 们 记 

pL = Repy, p= Imy, 

从 而 所 与 p14 为 (X ,多 ,) 上 的 广义 测度 ,但 都 不 取 士 co. 因此 复 测 
度 的 值 域 为 复 平面 上 的 有 界 子 集 . 

对 于 复 测度 空间 (X, 绝 ,,x) 上 定义 的 可 测 函 数 ( 实 值 或 复 值 
的 ), 仿 照 定 义 1.13, 可 以 在 实测 度 空间 (X, 绝 , ,16) 与 (X, 妈 ,44) 
上 分 别 定义 积分 


| au 与 | man 
而 亏 (一世 (X OO 定义 为 上 Cu) 站 ECGum), 且 
| fax= | fd + 让 fan 


类 似 于 定义 2.4, 我 们 有 

定义 4.2 设 w 与 y 为 (X, 鹏 ) 上 的 两 个 复 测 度 ， 和 若 pL%， 
a;6 分别 等 于 r 则 称 码 与， 互相 奇异 . 对 于 (X, 灾 ) 上 的 正 测 上 度 
1, 若 广 和 mA < 和 4, 则 称 p 关 于 4 绝对 连续 ,并 记 为 x 切 义 

关于 复 测度 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 定理 可 由 定理 2.5 
得 到 . 

定理 4.1 设 * 为 (X, 灾 ,) 上 的 复 测 度 ,w 为 (X ,家 ) 上 的 有 
限 正 测 度 . 则 存在 唯一 的 复 测度 4 与 x 可 积 函 数 fEL(Cp) ,使 4 上 
4; 且 dy 二 dX 十 fdy, 了 在 py-a.e. 相等 意义 下 唯一 

如 同 前 面 定理 2.5 后 面 的 说 明 那 样 , 若 1=0, 记 f=dv/dy, 并 
把 f 称 为 v 关 于 4 的 Radon-Nikodym 导数 . 复 测度 的 全 变 差 定义 
如 下 . 

定义 4.3 设 (X, 吕 ,) 上 的 复 测度 v 与 正 测度 py 满足 

dy= fdyx, f € Lp). 
我 们 称 满足 d4 = |f|dx 的 正 测度 4 为 v 的 全 变 差 , 记 为 1+|, 亦 即 
v 的 全 变 差 是 满足 div| = |fldy 的 正 测度 1v|. 
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不 难看 出 ,的 全 变 差 不 依赖 于 /与 y 的 选取 (参看 本 章 习 题 
33) ,并 且 当 ”为 广义 测度 时 ,|*| 与 前 面 的 定义 2. 5 一 致 . 

定理 4.2 设 v 为 (XX, 绝 ,) 上 的 复 测度 , 则 

(1) v 切 ]|v| ,并且 dv/d1v| 的 绝对 值 是 |v|-a.e. 等 于 1 的 ，; 

(2) |7( 五 )| 委 | (EE) EE GR,; 

(3) LD)=L(|v|), 且 车 FEZLCGD) , 则 有 


| fa <| lflahl. 
证 由 定义 即 可 得 到 


» < |vl. 
为 证 dv/d1y| 的 绝对 值 |v|-a.e. 等 于 1, 设 

ds = fdx, g = dv/dlvl. 
于 是 

fdy= dv= gdlv| = g|fldyx. 

故 f= 二 g1f|,p-a.e. 成立, 也 就 得 到 f= 二 g|f|,v-a.e. .但 是 ,|f|>> 
0,v-a. e. ,因此 ,|g|==1,wa.e. , (1) 得 证 . 

(2) 与 (3) 的 证 明 留 给 读者 . 

对 于 复 测度 的 其 他 一 般 性 质 , 可 参看 本 章 习题 . 现在 我 们 讨论 
当 久 为 T, 型 局 部 紧 拓 扑 空间 时 ,其 上 的 复 测 度 的 构造 ， 

定义 4.4 设 区 为 T: 型 局 部 紧 空 间 , 多 为 和 上 的 Borel 集 
类 ,我 们 称 史上 的 复 测 度 w 为 复 Radon 测度 , 若 它 的 实 部 wx 与 虚 
部 p 都 是 多 上 的 广义 Radon 测度 ,并 且 都 不 取 土 co. 记 和 上 的 
所 有 复 Radon 测度 的 全 体 为 M(X) ,定义 

| ai = Ix|(X), py € MCGX), 
其 中 |y| 为 y 的 全 变 差 . 由 本 章 习 题 33 知 上 py 二 十 oo. 由 于 在 工 ， 
型 局 部 紧 空 间 关上 ,我 们 有 
C.(X) = CX). 

这 里 闭 包 是 在 一 致 范 数 ‖ 上. 的 拓扑 之 下 取 的 ,因此 ,由 定理 3.1 
确定 的 关上 的 Radon 测度 wp, 其 对 应 的 C.(X) 上 的 正 线 性 泛 函 
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1(f) = | .max 


可 以 连续 地 扩张 到 Co(X) 的 充 要 条 件 是 ,7CA) 有 界 ( 关 于 一 致 范 
数 ‖ 了 中. 而 言 ). 事实 上 , 据 定理 3. 1 的 (1)， 


pCX) = sup{| fan: FE CX OSS EY), 
并 且 因 为 
7axl< Ja 


故 1( 有 ) 关 于 一 致 范 数 上 ‖ 的 有 界 性 可 由 p(X) 达 十 给 出 ,而 
x( 义 ) 正 是 泛 函 了 的 范 数 .于 是 Co《(X) 上 的 正 线性 泛 函 就 与 X 上 的 
一 个 有 限 Radon 测度 等 同 了 .下面 我 们 要 证 明 CoCX) 上 的 任 一 个 
连续 线性 泛 郑 等 同 于 和 上 的 一 个 复 Radon 测度 . 

记 Co( 久 ) 为 Co(CX) 的 对 偶 空间 ; CoC(X,R) 为 CoCX) 中 的 实 
值 函数 /的 全 体 ;Co(X,R) 为 Col(X,R) 的 对 偶 空间 . 

函数 空间 Co( 久 ,R) 有 如 下 的 Jordan 分 解 . 

引 理 4.1 若 TECo(CX,R) , 则 存在 两 个 正 线性 泛 函 厂矿 
ECo(X, 有 R) ,使 

7 一 7 一 三 . 
证 ”对 于 任 一 个 TECo(X ,RN) , 当 fECol(X,R') 时 ,定义 
T+ (f) = sgn{I(g) :gE CAX,R),0KgEN). 
由 于 
i Hil lel iN/ 0g, 

故 7+( 户 是 有 界 的 . 不 难 验 证 ,T+ (f) 在 Co(X,R*) 上 是 线性 的 . 

现在 ,对 任意 FE Co(X,R) ,由 于 上 广 , 广 ECoCX,R), 我 们 定 
义 

I+(f/) =1I+(f+) ~ I+(/). 

也 易 证 I+ 在 Col( 久 ,R) 上 是 线性 的 ,有 界 的 , 且 丰 IY 中 志 是 7. 

最 后 , 令 1-=1+ 一 1, 易 知 1-EColX,R)', 且 17 与 二 都 是 
Col( 久 ,R) 上 的 正 线 性 泛 哨 . 
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定理 4.3 设 1IECo(X)"', 则 存在 Co(X) 上 唯一 的 一 组 正 有 


界线 性 泛 函 1,T2,13,14: 使 得 
T=1 1,+il,— 1). 


并 且 存 在 有 限 Radon 测度 py ,ma ,ma ,上 ,使 得 
Ze | ar a | fat a ea 
对 每 个 ECoe(X) 成 立 , 这 里 pi 是 对 应 于 了 的 正 测度 . 

这 个 定理 不 难 由 引 理 4. 2 与 定理 3. 1 得到. 

复 Radon 测度 的 Riesz 表现 定理 如 下 : 

定理 4.4 设 久 为 T, 型 局 部 紧 空 间 , 对 于 XX 上 复 Radon 测 
度 xE M(X) 与 函数 FE CoCX) , 令 

TCF = | au (4. 1) 
则 映射 x 一 1 是 M(X) 到 Co(X)' 的 等 距 同 构 . 

证 由 定理 4.3 知 ,每 个 TEColX)* 具 有 1,(/) = | fdx 的 
形式 ;而 对 每 个 kwE M(X) ,相应 的 表示 式 (4. 1) 中 的 I.€E ColX)"， 
这 是 因为 由 定理 4. 2(3)， 

Dop1=|| fan fia 
fl ilX) = fl gd, 
而 且 有 1 声 趾 让 .进而 ,为 得 到 下 pz 上古 71 ,我们 令 h== 
dy/d1x|, 则 据 定 理 4.2(1), 知 |4| 一 1,1xl-a.e. 成 立 .再 据 定理 


3. 5, 对 任意 e>>0, 存 在 PEC:(X) ,使 得 
lvl, 1C= HR), 


且 p= 互 在 多 一 E 上 成 立 , 1x1(E)<ze/2. 这 样 
ll = | apan= | hae 
< ieaxl+ ie— Ban| 
< feaxl+ 2lalE) < jeaxl+e, 
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于 是 , | ax 站 科目 三 |. 定理 得 证 . 
类 似 地 ,可 以 讨论 Radon 乘积 测度 并 证 明 相 应 的 Fubini- 
Tonelli 定理 ,有 兴趣 的 读者 可 自行 完成 . 


$5 拓扑 群 ,Haar 测度 


Haar 测度 是 1933 年 由 德国 数学 家 A. Haar 首先 建立 的 ,是 
Lebesgue 测度 的 一 种 推广 . 这 种 测度 具有 平移 不 变性 ,概括 了 一 
类 具有 刚性 运动 之 “体积 ”不 变 的 度量 ,是 分 析 学 、 几 何 学 ,以 及 应 
用 物理 等 许多 学 科 中 的 重要 工具 . 本 节 中 我 们 将 讨论 紧 群 与 局 部 
紧 群 上 Haar 测度 的 存在 性 与 唯一 性 . 

定义 5.1 设 集 合 G 的 代数 结构 是 一 个 群 ,拓扑 结构 是 一 个 
拓扑 空间 .者 GXG 到 6G 的 映射 (x,y) 一 zy 与 G 到 G 的 映射 x 一 
Z ”是 连续 的 , 则 称 C 为 拓扑 群 . 

拓扑 群 的 例子 很 多 ,如 实数 直线 域 R 在 加 法 运算 与 R 的 通常 
拓扑 之 下 是 一 个 拓扑 群 ;复数 域 C 在 加 法 运算 与 C 的 通常 拓扑 之 
下 是 一 个 拓扑 群 ;n 阶 酉 矩阵 的 全 体 在 矩阵 乘法 运算 与 C" 拓扑 之 
下 是 一 个 拓扑 群 , 等 等 . 

设 C 为 拓扑 群 ,e 为 G 的 单位 元 .车 4 与 8B 为 G 的 子 集 ,我 们 
定义 G 的 子 集 z4,4z,4B5,4-!: 如 下 : 

XA= {ryEG: y€EA}, rEA; 

Ar={yrEG: yEA}, rEA; 

AB= {yzEG: vy€E A,zE B}; 

A '={x EG: rE A}. 

若 4 二 4A”, 则 称 4 为 G 的 对 称 子 集 . 

拓扑 群 有 如 下 基本 性 质 . 

性 质 1 设 G 为 拓扑 群 ,我 们 有 

(1) 对 于 任意 固定 的 元 a,5bEG, 映 射 

Trl, Xar, Xx—axb 
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为 C 到 C 的 同 胚 ;而 映射 
并 一 Xarx ! 

为 C 到 C 的 连续 映射 . 

(2) 若 多 为 单位 元 e 的 邻 域 滤 系 基 , 则 

2- 一 (人 (77E 到) 
也 是 e 的 邻 域 滤 系 基 ; 对 任意 元 cEC， 
{aV:VEB)} 与 {Va:V€ %B) 

是 a 的 邻 域 滤 系 基 , 分 别称 为 a 的 左 与 右 邻 域 滤 系 基 . 

证 (1) 可 由 拓扑 群 的 定义 得 到 . 为 证 (2), 只 需 注意 到 当 4 
为 G 的 任 一 开 子 集 时 ,a4 与 Aa 也 是 G 的 开 集 , 就 不 难 验 证 

aB = laV :VEB)} 与 Ha= {Va:V € %) 

为 a 的 邻 域 滤 系 基 了 . 

性 质 2 设 C 为 拓扑 群 ,和 为 单位 元 e 的 邻 域 滤 系 , 则 

(1) 对 每 个 UE 人 UU, 存在 WE ,使 WWCU; 

(2)〉 对 每 个 UE ,存在 一 个 对 称 邻 域 VE ,使 VCU，; 

(3) 若 瑟 为 G 的 子 群 , 则 其 闭 包 瑟 也 是 G 的 子 群 ; 

(4) 群 G 的 任 一 开 子 群 也 是 它 的 闭 子 群 ; 

(5) 者 天 与 天 :为 G 的 紧 子 集 , 则 天天, 也 是 其 紧 子 集 . 

以 上 性 质 都 可 由 定义 与 性 质 1 得 到 . 

定义 5.2 设 f:GC 为 拓扑 群 G 上 的 函数 ,对 于 任意 固定 
的 元 a€G, 称 函数 ,f(x)= 二 f(az) 为 了 的 左 平移 , 称 f(x)=/(xa) 
为 f 的 右 平 移 . 称 C 上 的 函数 /为 左 一 致 连续 , 若 对 任 给 E>0, 存 
在 e 的 邻 域 了 ,使 对 所 有 yEV ,下 式 成 立 
| Ss | 
类 似 地 可 定义 右 一 臻 连续 . 

使 用 $ 3 中 的 符号 ,C.(G) 为 定义 在 G 上 的 具有 紧 支 集 函 数 的 
全 体 . 

性 质 3 设 CG 为 拓扑 群 , 若 /EC.C(X), 则 /7 是 左 一 致 连续 的 ， 
也 是 右 一 致 连续 的 . 
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证 ”我 们 只 证 明 f 的 右 一 致 连续 性 . 设 /EC:(cC), 且 天 王 
supp(PE.25. 对 于 任意 的 zxE 天 ,存在 e 的 邻 域 使 


Acz) — ACz)1<< 2 YE 


据 性 质 2 中 (1) 与 (2) ,存在 e 的 对 称 邻 域 V,, 使 VV:CU. 显然 
{zV-} -ex 覆盖 KK, 故 存在 X19""* ;Xn 全 KK, 使 


今 


Ve | | 
j=] 

现在 ,对 任意 XEG, 若 ZE 天 , 则 存在 一 | JJ {1，…,n}), 使 得 
x7'XEV,. 于 是 当 yEV 时 ,有 

[fz) 一 /oj 过 If ry) — fx) | + |fz)) — f(x) 

< E， 
这 是 因为 
Ty Et (xzV OV C ziV eV, C XU sj. 

若 z&K, 且 yEV, 则 

f(r)=0, f(xy)==0 或 f(x)=0, zi ry EV, 
对 某 个 JE (1 ,31} 成立. 在 前 一 情形 有 |f,(zx) 一 f.(x)|<e. 对 后 
一 情形 ,由 zz 一 zy xyy ' EU ,得 到 


因此 也 得 到 |f(z) 一 /,(z) | 过 e. 故 了 为 右 一 致 连续 . 

性 质 4 设 G 为 拓扑 群 ,我 们 有 

(1) 车 G 是 TT 型 的 , 则 G 也 是 T: 型 的 ( 它 还 是 下 型 的 , 见 
参考 书目 [7])， 

(2) 若 妃 为 G 的 正规 子 群 , 则 商 群 G/ 忌 为 T: 型 拓扑 群 , 当 


且 仅 当 五 为 G 的 闭 子 群 .特别 地 ,车 右 ={e), 则 G/H 为 T; 型 拓 
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扑 群 ， 
证 (1) 若 G 为 TT 型 拓扑 群 ,对 于 zx,yEG, 且 x 关 y, 存 在 e 
的 对 称 邻 域 V ,使 zy 入 VV. 由 此 可 推出 
Vz (NVy= 8. 
因 若 不 然 , 取 xzE Vz 人 Vy, 则 存在 ,v2 EV ,使 得 
z=Vr, = yy. 
从 而 
Ty ! = ly = vy EE VV = VV. 
由 此 知 G 为 T, 型 拓扑 群 . 

(2) 由 于 商 群 C/ 刀 = {xH : zEG} 为 G 中 陪 集 xH={yE€ 

G : x !'y€ 器} 的 全 体 ,代数 结构 为 乘法 

(TH)(yH) = zyH 
之 下 的 群 ,拓扑 结构 则 是 商 空间 结构 , 商 映 射 为 x : x 一 zx 及 . 易 知 
G/H 是 一 个 拓扑 群 . (2) 的 必要 性 得 证 . 

为 证 明 (2) 的 充分 性 , 设 G/H 为 T; 型 的 .于 是 , 它 的 单位 元 
xle) 所 成 的 单 点 集 {x(e)} 为 闭 集 . 因为 商 映 射 x 为 连续 映射 , 故 
r 1({r(e))) 一 已 为 C 中 财 集 . 

反之 , 若 妃 为 G 的 闭 子 群 , 则 补 集 容 已 为 C 中 的 开 集 . 由 于 
商 映射 7 为 G 到 商 群 G/HH 的 开 上 映射 , 故 zx( 多 右 ) 为 G/F 的 开 子 
集 . 补 集 的 等 式 

GH) = G/H— {rle)} 
表明 {xCe)) 是 x( 儿 日 ) 在 G/H 中 的 补 集 , 从 而 {x(e)} 是 G/ 昌 中 
的 闭 集 . 据 拓扑 群 的 性 质 ( 本 章 习 题 38), 知 G/H 为 T 型 的 . 性质 
4 得 证 . 

拓扑 群 还 有 一 些 其 他 有 趣 的 性 质 , 我 们 不 一 一 列举 ,读者 可 参 
看 本 章 习 题 与 参考 书目 [8J. 

下 面 讨 论 局 紧 T: 型 拓扑 群 上 的 Haar 测度 的 存在 性 与 唯一 
性 . 

定义 5.3 设 G 为 Ts 型 的 局 部 紧 拓 扑 群 ,以 下 简称 局 部 紧 
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群 . 可 测 空 间 (C , 胸 ,) 上 的 非 负 测度 w 称 为 左 Haar 测度 , 知 对 任意 
TEG 与 EER,, 有 jCrE) 二 jy(E). 称 (xE)=p(E) 为 4 的 左 平 
移 不 变性 . 类 似 地 可 定义 右 Haar 测度 . 

定理 3. 1 启发 我 们 ,为 了 建立 Haar 测度 ,只 需 在 C.(G) 上 给 
出 正 线性 泛 函 ,使 它 具 有 所 要 求 的 平移 不 变性 . 

定义 $.4 设 G 为 局 部 紧 群 .我 们 称 C.(G) 上 的 正 线 性 泛 函 I 
为 其 上 的 左 Haar 积分 , 若 了 满足 

(1) 对 JeEc:(c), 太 >0 萄 涵 7(CP 盖 0; 

(2) 对 EC:(G) ,0 及 aEGC, 有 了 T( 门 一 5， 
其 中 .jz) 王 Cez) 为 了 的 左 平移 ,因此 Haar 积分 又 称 为 左 平移 
不 变 积分 . 

类 似 地 可 定义 C.(G) 上 的 右 Haar 积分 ( 右 平移 不 变 积 分 ). 

现在 给 出 局 部 紧 群 上 Haar 积分 的 存在 与 唯一 性 定理 . 

定理 5.1 设 G 为 T, 型 局 部 紧 群 , 则 存在 C.(G) 上 的 左 ( 右 ) 
Haar 积分 . 若 不 计 常 数 因子 ,这 个 积分 是 唯一 的 . 

此 定理 的 证 明 是 很 有 技巧 性 的 ,而 且 难 度 较 大 . 在 证 明 中 ,多 
次 使 用 泛 函 方程 与 防 数 方程 之 间 的 互 化 的 技巧 以 及 处 理 集合 之 间 
关系 的 方法 .但 是 ,由 于 内 容 太 专 , 而 且 所 占 篇 幅 太 大 ,我 们 仅 对 G 
为 紧 群 的 情形 叙述 其 证 明 大 意 ， 

设 G 为 紧 拓 扑 群 ,简称 紧 群 .对 于 G 的 任意 紧 子 集 开 , 取 G 的 
单位 元 e 的 开 邻 域 V, 则 {xV : zxEC) 形 成 天 的 开 有 覆盖 

KC{rV:rEeoG). 

于 是 ,存在 天 的 有 限 覆 盖 {ziy : j==1,2,*…,m,)} 汪 K. 

令 (K :YY) 为 使 上 述 有 限 覆 盖 成 立 的 最 小 整数 , 即 存在 最 小 
整数 4 二 (K : V) ,使 得 


KE LUjzV、 


选 定 一 个 具有 非 空 内 部 的 紧 集 K。 作为 度量 G 中 集合 的 “ 尺 
度 ”. 于 是 任意 紧 集 天 SG 关于 单位 元 e 的 每 个 开 邻 域 Y 的 “近似 


尺度 ”可 用 比值 
区 二 六 (5. 1) 

表示 . 显 见 , 当 取得 越 小 时 , (5. 1) 式 中 的 比值 就 越 能 代表 KK 的 
“精确 尺度 ”. 因此, 令 V 向 e 收缩 ,可 以 证 明 (5. 1) 式 中 比值 的 “ 极 
限 存在 , 记 为 xK ,并 可 证 明 这 样 构造 的 六 是 G 的 Borel 集 类 上 的 
均 ( 右 ) 平 移 不 变 测度 , 称 为 左 ( 右 )Haar 测度 . 这 里 用 引号 * 。 ” 表 
示 的 词 都 是 需要 给 出 严格 定义 的 ,而 结论 的 证 明 也 有 很 高 的 技巧 
〈 见 参考 书目 L5] 和 [8]). 

Haar 测度 有 如 下 一 些 有 用 的 性 质 . 它们 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 5.2 设 G 为 T, 型 局 部 紧 群 ,我 们 有 

(1) 知 w 为 C 上 的 Haar 测度 , 则 对 GG 的 所 有 非 空 开 集 上 UU, 有 
K(U) 之 0; 而 对 所 有 fEC#(G), 下 面积 分 成 立 ， 


| an >0. 


(2) 知 A 为 G 上 的 左 Haar 测度 , 则 wz(G)< 十 ce, 当 且 仅 当 G 
为 紧 群 . 

定义 5.5 设 了 为 C.(G) 上 的 左 Haar 积分 ,对 于 /EC+(G), 
/天 0 与 zxEG, 令 
1(f.-:) 
1(f) ” 


A(zr) = 


称 A(x) 为 G 的 模 函 数 ， 

定理 5.3 模 函 数 A(z) 仅 依赖 于 zx, 而 与 fT 无 关 , 它 是 G 
上 的 连续 正 函 数 , 且 满足 

A(XT,Y) = A(r)A(y), xz,y€G, 
定理 5.4 每 个 紧 群 G 是 么 模 的 , 亦 即 A(x) = 1. 
定理 $5.5 设 1 为 左 Haar 积分 , 则 对 每 个 f/f€EC.(G), 有 
1(f) = 1 二 7 
这 里 f(x)= f(x-'). 
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定理 5.6 设 y 为 由 C.(G) 上 的 左 Haar 积分 确定 的 G 上 的 
左 Hanr 测度 , 则 产 (E) 硅 x(E™') 为 G 上 的 右 Haar 测度 ,并 且 有 
df= Al(x™')dpy(7), 
转 而 给 出 Haar 积分 的 几 个 例 . 
例 $.1 设 G=(R", 十 ); 这 里 R" 是 n 维 欧 氏 空间 ,G 是 关于 
R" 中 元 的 加 法 的 Abel 群 ,其 上 的 Haar 积分 就 是 通常 的 Lebesgue 
积分 


| /epdmco 
例 5.2 设 G 为 有 限 群 ,其 阶 为 r, 则 线性 泛 曙 
TCD = 二 DD fz) 
是 G 上 的 左 与 右 Haar 积分 .G 的 任意 子 集 4 的 Haar 测度 是 
人 
r 
这 里 4 是 4 的 势 . 
例 5.3 设 惨 一 (0, 十 co). 则 G=(R+,。) 是 一 个 局 部 紧 群 . 
若 考 虑 


J(f) = | 7ezdz， f € co), 


它 虽然 是 一 个 正 线性 泛 函 , 但 却 不 是 左 或 右 不 变 的 . 
事实 上 , 若 取 yE RT , 则 


JGP = | f(yr)dz = yf dt =y VCD 
然而 , 若 令 
rn = 站 repS， 
则 了 是 G 上 的 左 与 右 Haar 积分 . 因为 ,例如 取 yER+ ,我 们 有 
1(,f) = [feyz) 经 一 | fa 一 了 工 (万 ). 


例 5S. 4 设 C 一 ( 民 - X 了 ， 2 ), 这 里 Te : 0 过 XT 二 1}). 取 
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极 坐 标 ,可 得 线性 泛 函 
rD = 上 For, 
变换 为 直角 坐标 dzdy = rdbdy， 上 述 泛 函 化 为 
TD = |， ,dzdy, 
它 是 C 上 的 左 与 右 Haar 积 


例 5.5 设 
G 一 GL(n,R) ee {4 二 (a;;) : dij [a R ,detA 2 0) ， 


取 年 阵 乘 法 为 G 的 乘法 ,R" 拓扑 为 G 的 拓扑 , 则 G 成 为 工 型 拓 

扑 群 , 并 且 是 局 部 紧 的 . 这 时 ,我 们 令 M=R" ,J 二 GD)EG, 则 
1(f) = | )dT 

形成 G 上 的 正 积分 ,但 它 却 不 是 Haar 积分 (注意 这 时 G 的 运算 是 

矩阵 的 乘法 )， 


为 寻找 G 上 的 左 Haar 积分 ,考虑 到 
1(Uf) = |detU TCF)， 


不 难 证 明 
pf FT) ,. 
为 G 上 的 左 Haar 积 
习 题 


1. 若 p* 为 多 (X) 上 的 外 测度 ， {Aj}TCBB(X) 为 孔 斥 的 py* 可 
测 集 , 试 证 : 对 于 任何 ECX, 有 


ze 人 En U4 = Dp EN A)). 
: 车 CBOX) 为 一 个 代数 . 设 


w= {Ura ew), ww a= {Na :BE -ez 
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我 们 称 -ex 上 的 集 函 数 A: or-~[0, 十 oo] 为. 上 的 准 测度 , 若 
(a) pu =0; 


Cb) 若 {4)) 和 >1 己 -ex 为 互 斥 集 列 ,使 得 LA € <, 则 


史 Ua = DHA 
j=1 ] 
对 于 EE P(X) ,我们 称 
peE 一 inf{ Spa, ? A; € ,ECUA 
j=! 


为 EE 的 外 测度 . 试 证 : 

(1) 对 任意 EE(X) 与 任意 e>>0, 存 在 4E-oz,, 且 有 CA4， 
使 不 等 式 六 4 委 六 匹 十 成 并 

(2) 若 上 玉民 << 十 co, 则 巨 为 x 可 测 , 当 且 仅 当 存 在 BE 9974， 
且 ECB, 使 得 py' (B\E)=0. 

3. 用 习题 2 的 记号 . 若 px" 久之 十 ,对 于 ECX, 定 义 内 测度 
为 jp*E=p"X—p (EE). 试 证 : 为 px" 可 测 , 当 且 仅 当 

wu*E= 4E. 
4. 设 (X, 鹏 ,pm 为 测度 空间 ， 令 
N={NE%R,: HN= 0}, 
N={EUF:EE RF CNN 某 个 NE A 

的 扩张 ,而 且 为 克 上 的 完全 测度 . 

5, 试 证 , 车 贸 为 环 , 且 也 为 单调 类 , 则 纪 必 为 a 环 . 

6. 若 (X, 家 p) 为 测度 空间 , 试 证 : 对 瓦 , 亚 E 家 ,有 

uyE + pwF 一 p(E UF)+ACEN DA). 

又 若 任 取 EE 名,, 令 v4)=p(ANE)， 这 里 A€E 统 ,为 任 一 集 . 试 
证 ; v 为 用. 上 的 一 个 测度 . 

7. 车 (X, 静 ,Ap 为 测度 空间 , 且 xX=1. 若 5 为 由 4 诱导 的 
外 测度 . 又 设 的 子 集 E 满足 y* =1. 试 证 ， 对 于 4,BE 宛 . 且 
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ANE=BNE, 有 uA= 1B. 

8. 大 (对 , 统 ,) 为 可 测 空间 , 试 证 : 

(1) 若 /:X 一 [0, 十 ceoj] 为 可 测 函 数 , 则 存在 X 上 的 简单 函 
数列 (gq) ,使 得 

0O<n 和 pp), 

且 limp.(z) = f(x),z EX, 并 且 在 使 /有 界 的 任 一 集合 上 ,上 述 
收敛 是 一 致 的 . 

(2) 大 :XX 一 C 为 可 测 函 数 , 则 存在 匀 上 的 简单 函 列 {9,}， 
使 

oO lglg|l…e |, 

且 1limg(z) =/(zx),z EX, 并 且 在 使 /有 界 的 任 一 集合 上 ,上 述 
收敛 是 一 致 的 . 

9. 设 (X ,多 ,pw) 为 测度 空间 ,w 为 完全 测度 , 试 证 

(1) 车 可 测 , 且 f=g,y-a.e. 成 立 , 则 gg 可 测 ; 

(2) 若 函 数列 (f,) 宛 | 可 测 , 且 f, 一 f,y-a.e. 成立, 则 了 可 
测 . 

若 4 不 是 完全 的 ,上 述 两 个 结论 是 否 成 立 ? 

10. 试 证 定理 1. 8 一 定理 1. 12. 

11. 试 证 : 者 { 刀 } }CLT (pfEL'(p), 有 8 ff ,pa.e. 成 
立 , 则 

| an i lim| fd 

12. 若 fELT(p), 则 jy{zEX: f(x) 二 oo0) 二 0, 有 上 且 集 {rxE€ 

X : jz)>0} 是 c 有限 的 . 试 证 明之 . 


13. 试 证 ， 若 feELt Cx) , 则 对 任意 < 盖 0, 存 在 EER,, 有 8 gE 
之 十 0, 使 


| av>| fan—e 


14. 设 (X, 议 ,,p) 为 测度 空间 ,L(y) 圭 L(X,p) 为 了 上 复 值 4 
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可 积 函 数 空间 . 试 证 : 
(1) 车 /ELC); 则 {xEX: f(x) 关 0} 为 o 有限 的 ; 
[ee 
对 于 所 有 的 EE 娘 , 成 立 , 当 且 仅 当 
|,1f -eldx=0, 


也 当 且 仅 当 /=g，y-a.e.. 
15. 设 { 记 )CZ(Cx), 且 满足 


CT 


2 | Apldn<+ oo 


j=1 


试 证 ， 六 方 几 乎 处 处 收 敏 于 一 个 二 (/) 函数 ,并且 下 式 成 立 
| 2 fir > > | /ae 


16. 设 {f,}CLO0). 试 证 : 

(1) 若 | fi/ | 000, 则 f, 测度 收敛 于 三 

(2) 车 1, 一 fliww 一 0, 则 存在 子 序列 {f,,), 使 得 /一 了/， 
HA-a。e. ， 
17. 试 证 : 若 廊 测度 收敛 于 f, 且 f, 之 0, 则 

| /a < inf lim| /dp 

18. 设 |f| 过 g € LL(p), 且 /测度 收敛 于 /. 试 证 : 
G) | /a = lim| /dp 


(2) 用 万 一 了 oo — 0. . 
19. 设 X=Y={1,2,3,°} 二 N, R= =DBN) Ap 一 > 为 计 
数 测度 CS§ 1 中 例 1. 4). 定义 


1T1， 71a 一 7)， 
rom mn 二 nn 十 1， 
0， 其 他 . 
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试 证 : | | /dxdv 与 |.|,/dvdx 都 存在 并 且 相 等 ,但 是 
[fid x = oo. 


20. 设 ( 久 ,Rs,1) 与 (Y ,26,y) 为 两 个 测度 空间 , 试 证 : 

(1) 设 f: X-=C 为 六 可 测 函 数 ,g : Y->C 为 "可 测 函 数 . 知 
hzyy) 一 AGz)gGz), 则 疡 为 wXy 可 测 的 ， 

(2) 若 /EL(OoOgELCOD, 则 AGEZLCXD, 且 


faa x n= (ace 

21. 试 证 : P, 关于 广义 测度 y 为 小 正 集 ,j= 二 1,2,…, 则 
品 P 也 是 二 正 集 . 

22. 设 py 为 广义 测度 , 试 证 :; v 瑟 ) 王 0, 当 且 仅 当 

|v|1(E) = 0. 

23. 设 六 与 为 广义 测度 , 试 证 :> 上 w, 当 且 仅 当 人 了 上, 也 当 
县 仅 当 上 几 卫 Aw, 也 当 且 仪 当 六 二 A. 

24. 设 /为 可 测 空间 (X,-) 上 的 广义 测度 , 试 证 : 

(1) L(W)=L( pl):; 


G) 若 / € 70O, 则 || an|< | ae 
(3) 着 EE , 则 


Il (E) = sup | an : |f| 委 让 


25. 设 4 为 正 测度 ,v 为 广义 测度 , 试 证 : v&px, 当 且 仅 当 1| 

4 也 当 且 仅 当当 4 与 上 区 py. 又 设 vLp 且 vy, 试 证 
v 一 0. 

26. 设 久 为 T, 型 局 部 紧 空 间 . 试 证 : 车 TT 是 C.(X) 上 的 线性 
泛 函 ,KCX 为 和 的 紧 子 集 , 则 存在 常数 Mx, 使 对 所 有 supp(/) 
Ck 的 函数 1€ C.(X), 有 

CADIS Ml fl. 
165 


27. 设 久 为 T, 型 局 部 紧 空 间 , 试 证 : 

(1) 若 /EC.CX) ,太志 0, 则 广 :([a, 十 co)) 对 所 有 a>0 是 
2 全 Gs 型 集 . 

(2) 若 天 CX 为 紧 G, 型 集 , 则 存在 AEC:(X),0 委 和 1, 使 
得 K= 广 '({1)). 

28. 试 证 : 若是 X 上 的 Radon 测度 , 则 在 的 所 有 o 有 
限 集 上 是 内 正则 的 . 

29. 试 证 : 和 上 的 每 个 c 有限 Radon 测度 是 正则 的 . 又 车 
是 o 紧 空间 , 则 XX 上 的 任 一 Radon 测度 是 正则 的 . 

30. 试 证 定理 3. 2(2) 与 定理 3. 5. 

31. 设 4 为 Radon 测度 ,fEL(p). 试 证 : 


v(E) = | av 
也 是 Radon 测度 . 
32. 设 4 为 Radon 测度 ,PEC(X) ,9 之 0. 试 证 : 
v(E) = | an 
也 是 Radon 测度 . 


33. 试 证 : 对 于 复 测 度 ,定义 4.4 中 给 出 的 全 变 差 |v| 不 依 
赖 于 /与 w 的 选择 ,并 且 证 明 |y| 是 一 个 满足 lv| (X)< 十 ce 的 正 
测度 . 

34. 若 久 与 久 为 (X,-AU) 上 的 复 测度 . 试 证 : 

iy 十 名 | 委 I» | 十 |y|, 

又 奉 4 为 正 测度 , 则 vv 上 ww, 当 且 仅 当 | 上 |w1;v<&<4, 当 且 仅 当 
lv|<<A. 

35. 若 "为 (X,-5) 上 的 复 测度 , 且 v(X) 一 | (X) 成 立 , 试 
证 : v= | >| . 

36. 试 证 : 若 jy 是 复 Borel 测度 , 则 jp 是 Radon 测度 当 且 仅 
当 |py| 是 Radon 测度 . 并 证 明 MC(X) 是 线性 空间 ,可 以 赋 于 范 数 
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pl. 

37. 试 证 : 若 和 是 紧 空 间 , 则 C(CX) "与 M(X) 是 等 距 同 构 
的 . 

38. 设 G 为 拓扑 群 , 试 证 ; G 是 Ts 型 的 , 当 且 仅 当 其 单位 元 
所 生成 的 单 点 集 {e} 是 闭 集 . 

39. 设 G 为 拓扑 群 ,4,B 为 G 的 子 集 , 试 证 ， 闭 包 亏 , 互 有 如 
下 性 质 ， 

(1) (A)(B)= (4B); 

(2) (A)-!'= (4A-); 

(3) zrAy= (xAy). 

40. 设 6G 为 拓扑 群 ,五 为 其 子 群 . 试 证 ， 商 映射 x : G 一 G/H 
为 开 映 射 . 又 证 明 , 若 已 是 紧 子 群 , 则 商 映 射 x : G 一 G/HH 也 是 闭 
映射 . | 

41. 试 证 ; 拓扑 群 G 的 子 群 是 开 子 群 , 当 且 仅 当 如 有 非 空 内 
部 . 又 证 明 ,G 的 开 子 群 是 闭 的 . 

42. 设 C 为 T 型 局 部 紧 群 , 若 G 为 Abel 群 , 试 证 :; G 为 么 模 
的 . 
43. 对 于 T: 型 局 部 紧 群 ,定义 
[G,G] = {xyz 'y !: zyEG)， 
即 所 有 形 如 xyzx-'y! 的 元 所 生成 的 集 的 闭 包 , 称 为 G 的 交换 子 
群 . 试 证 : 

(1) [G,Gj 为 G 的 正规 子 群 ; 

(2) 若 C/LG,Gj 为 有 限 集 , 则 G 是 么 模 的 . 

44. 试 证 定理 5. 3 一 定理 5. 6. 


167 


第 四 章 ”广义 函数 (分 布 ) 与 Fourier 变换 


本 章 以 对 偶 理 论 为 基础 讨论 广义 函数 与 Fourier 变换 . 在 介 
绍 拓扑 线性 空间 与 局 部 凸 空间 的 主要 性 质 之 后 ,定义 一 般 线 性 衬 
间 的 对 偶 空间 与 对 偶 拓 扑 . 应 用 上 述 一 般 理 论 ,较为 详细 地 研究 分 
布 空 间 及 其 基本 性 质 ,特别 是 它 的 拓扑 结构 和 运算 ,包括 卷 积 与 微 
分 等 . 然后 ,讨论 Rr 上 的 Fourier 变换 ,以 展示 Fourier 分 析 的 一 
般 模式 . 作为 应 用 ,我 们 给 出 常 系数 线性 偏 微分 方程 的 基本 解 . 最 
后 证 明 Wiener-Paley-Schwartz 定理 . 


$ 1 拓扑 线性 空间 ,局 部 凸 空 间 


设 和 为 基本 集 , 若 X 是 数 域 K(R 或 C) 上 的 线性 空间 ,同时 
也 是 一 个 拓扑 空间 . 一 般 地 说 ,这 两 种 结构 之 间 不 必 有 什么 关系 . 
但 如 果 X 的 代数 运算 在 其 拓扑 结构 之 下 是 连续 的 ,就 会 给 XX 带 来 
很 多 有 趣 且 重要 的 性 质 . 本 节 所 讨论 的 拓扑 线性 空间 就 是 这 样 的 
例子 . 

定义 11 设 数 域 K 上 的 线性 空间 X 同时 也 是 一 拓扑 空间 . 
我 们 称 X 的 线性 空间 结构 与 其 拓扑 结构 是 协调 的 ,如 果 积 空间 X 
xXX 到 XX 的 映射 (x,y) 一 z+ 十 y 与 数 乘 空 间 KXX 到 X 的 映射 (4， 
7) 一 Ax 是 连续 的 . 

当 X 的 线性 空间 结构 与 其 拓扑 结构 相 协调 时 , 称 X 为 拓扑 线 
性 空间 . 

不 难看 出 ,拓扑 线性 空间 X 关于 加 法 运算 成 为 一 个 拓扑 群 ， 
因此 下 面 常 会 引用 第 三 章 8$ 5 中 关于 拓扑 群 的 结论 . 

赋 范 线性 空间 是 拓扑 线性 空间 .下面 给 出 一 个 既是 线性 空间 
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又 是 拓扑 空间 ,但 却 不 是 拓扑 线性 空间 的 例子 . 

设 久 =C 为 复 平 面 . 则 X 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 ,同时 也 
是 复数 域 C 上 的 线性 空间 . 令 pC)=|ImX|,XEX, 赋 子 X 以 如 下 
拓扑 结构 : 

对 每 个 EX, 任 给 e>>0, 令 UeCO=(AEX :2 一 上 二 s)， 
作 X 中 的 集 族 = (De : yEX), 以 人 2 为 py 的 邻 域 滤 系 基 ， 
使 了 成 为 一 个 拓扑 空间 ,其 拓扑 记 为 +. 则 

(1) X 的 实 线性 空间 结构 与 + 相 协 调 ; 

(2) 和 的 复线 性 空间 结构 与 * 不 协调 ， 
(1) 与 (2) 的 验证 留 作 习题 . 

有 一 个 判别 线性 空间 结构 与 拓扑 结构 相 协 调 的 充 要 条 件 ( 见 
参考 书目 [2]). 

定理 1.1 设 X 为 数 域 K(C 或 R) 上 的 线性 空间 ,0 为 和 的 零 
元 ,rz 为 X 的 拓扑 , 则 X 的 线性 空间 结构 与 拓扑 结构 协调 , 当 且 仪 
当下 列 诸 条 成 立 : 

(1) r 与 X 的 加 群 结构 相 协调 , 即 映 射 (z,y) 一 z 十 》 与 xz 一 
一 zx 连续 ， 

(2) 对 每 个 zxEX, 映 射 *+ 一 Xr(XEK) 在 4==0 连续 ; 

(3) 对 每 个 AEK, 了 映射 + 一 ir (xEX) 在 x=0 连续 ; 

(4) 映射 (4,z) 一 Xz 在 (0,0) 连 续 . 

由 此 定理 可 知 ,拓扑 线性 空间 的 零 元 9 的 邻 域 滤 系 (或 基 ) 决 

定 了 整个 空间 的 邻 域 滤 系 (或 基 ). 为 此 ,我 们 仅 需 给 出 2 的 邻 域 滤 

系 ( 或 基 ). 进而 , 任 一 个 拓扑 线性 空间 的 零 元 9 必 存 在 由 闭 的 , 均 
衡 的 .吸收 的 邻 域 组 成 的 邻 域 滤 系 基 . 

定义 1.2 设 X 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,ACX 为 X 的 子 
集 . 若 对 任意 xzE4 与 MEK, 且 | 外 委 1, 都 有 MAzE4, 则 称 4 为 均 
衡 集 . 或 等 价 地 表示 为 :14| 志 1 理 肖 A4CA. 

X 的 任 一 子 集 $ 未 必 均 衡 . 我 们 称 包含 S 的 最 小 均衡 集 ( 亦 
即 包含 $ 的 一 切 均 衡 集 的 交 ) 为 5 的 均衡 包 . 记 为 balS. 


若 SCX 为 X 的 子 集 .我 们 称 包含 5 的 最 小 闭 均衡 集 为 S 的 
闭 均衡 包 . 

者 3 为 忒 的 子 集 , 且 对 每 个 <EX, 存 在 e>0, 使 得 当 | 外 去 s 
时 ,有 AMAzE3S, 则 称 S 为 吸收 集 . 

我 们 有 如 下 定理 ( 见 参 考 书 目 [2]). 

定理 1.2 数 域 K 上 的 拓扑 线性 空间 XX 的 零 元 9 有 一 个 由 
闭 的 ,均衡 的 、 吸 收 的 集 组 成 的 邻 域 滤 系 基 . 

下 面 的 定理 表明 ,上 述 性 质 也 是 9 的 邻 域 滤 系 基 的 特征 性 质 . 
定理 1.3 设 X 为 KK 上 的 线性 空间 ,多 是 XX 的 一 个 滤 系 基 ， 

(1) 车 VE 多 , 则 V 是 均衡 .吸收 集 ; 

(2) 若 VEB,AEK, 且 A0, 则 AVE 多 ; 

(3) 若 VE 多 , 则 存在 WE 绍 ,使 W 十 WCV. 
那么 在 关上 存在 一 个 拓扑 t+, 使 关 成 为 拓扑 线性 空间 ,而 多 就 是 
它 的 零 元 2 的 邻 域 滤 系 基 . 

拓扑 线性 空间 是 赋 范 线性 空间 概念 的 推广 ,因此 在 赋 范 线性 
空间 中 的 一 些 重要 概念 与 定理 ,例如 ,有 关 超 平 面 .拓扑 直 和 、 准 紧 
性 .Hahn-Banach 扩张 定理 .Riesz 定理 等 也 将 在 拓扑 线性 空间 中 
得 到 推广 . 有 兴 《 趣 的 读者 可 自行 完成 (参看 参考 书目 [2] 和 [7]). 

局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,简称 为 局 部 凸 空间 ,是 拓扑 线性 空间 中 
极为 重要 的 一 种 . 到 目前 为 止 ,可 以 说 拓扑 线性 空间 理论 中 相当 大 
一 部 分 的 成 就 都 是 关于 局 部 凸 空 间 的 . 而 且 , 局 部 凸 空间 具有 广泛 
的 应 用 . 在 本 书 中 ,我 们 不 打算 介绍 一 般 结 果 , 读 者 可 以 参考 有 关 
泛 困 分 析 方 面 的 专著 ,我们 只 介绍 有 关 的 基本 知识 . 

先 介绍 凸 性 . 

定义 1.3 设 基 为 疏 上 的 线性 空间 ,4 为 X 的 子 集 . 若 对 4 
中 的 任意 两 个 元 rz,yE4, 以 zy 为 端点 的 “线段 ” 

7 一 人 人 EX 一 ar 十 (1 一 ay， 0 生生 1) 
含 于 4, 则 称 4 为 凸 集 . 今后 约定 空 集 为 凸 集 . 
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我 们 称 包含 XX 的 子 集 5 的 最 小 号 集 为 5S 的 凸 包 , 记 为 convS. 
对 于 XX 中 给 定 的 一 组 元 {x ;X29 ,Xs}C 己 久 ,我 们 称 X 中 的 元 
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定义 1.4 数 域 K 上 的 拓扑 线性 空间 XX 称 为 局 部 凸 的 , 若 闵 
的 每 一 点 过 都 有 一 个 凸 邻 域 滤 系 基 . 或 等 价 地 , 若 和 的 零 元 0 有 
一 个 凸 邻 域 滤 系 基 . 

赋 范 空间 是 局 部 凸 的 ,因为 以 0 为 中 心 的 开 球 就 是 0 的 凸 邻 

定理 1.4 设 X 为 KK 上 的 局 部 凸 空间 , 则 其 零 元 0 有 一 个 凸 
的 . 闭 的 .均衡 的 .吸收 的 邻 域 滤 系 基 . 

证 任 取 9 的 邻 域 吕 ,可 以 证 明 , 存 在 9 的 邻 域 VCU ,使 得 V 
是 凸 \ 闭 ,均衡 \ 吸 收 的 . 我 们 简 述 寻找 V 的 思路 . 

对 于 U, 取 Ul 为 0 的 闭 邻 域 ,使 UICU. 其 次 ,由 XX 为 局 部 凸 
空间 , 取 Ui; 为 9 的 凸 邻 域 ,使 U,:CU. 再 取 U, 为 9 的 闭 均衡 邻 
域 ,使 U;CU;. 令 WW=convUs, 易 证 W 为 凸 均衡 集 . 显然 丈 也 是 
凸 集 . 最 后 , 令 V=W, 则 V 是 凸 . 闭 、 均 衡 . 吸 收集 , 且 

V =W = convU, CT convLU C convi 
OCU UL 
定理 得 证 . 

下 面 的 定理 表明 上 述 性 质 也 是 局 部 凸 空间 的 零 元 的 邻 域 滤 系 
基 的 特征 性 质 ，. 

定理 1.5 设 X 为 天 上 的 线性 空间 ,多 是 X 的 一 个 滤 系 基 ， 
并 满足 : 

(1) 若 VE 写 , 则 0OEV 

(2) 若 VE 瑟 , 则 7 是 凸 .均衡 、 吸 收集. 

171 


那 末 ,多 ' ={aV : a>>0.VE 贸 ) 为 X 的 零 元 0 的 邻 域 滤 系 基 , 并 且 
由 : 色 ' 决 定 的 拓扑 使 天 成 为 局 部 凸 空 间 . 

证 ”有 静 显 然 是 一 个 滤 系 基 . 我 们 先 证 明 多 ' 决 定 的 拓扑 使 
得 X 成 为 一 个 拓扑 线性 空间 . 为 此 只 需 验证 它 满足 定理 1. 3 的 三 
个 条 件 . 

若 U=aVE 8B,a>>0,VE 久 , 则 因 V 是 均衡 集 , 故 对 于 满足 
Ir| 志 1 的 任意 元 rEK, 有 rVCV. 于 是 ,由 

rlaV) = a(rV)CaV 
知 U=aV 为 均衡 集 . 又 因 V 是 吸收 集 , 故 对 每 个 EX, 存在 e> 
0, 使 当 |41 志 6 时 ,有 XrEV. 于 是 ,对 于 a 二 0, 取 
E 一 el > 0， 

则 当 |4| 声 e 时 , (Wa)xEV, 从 而 ArEaV ,因此 U=aV 为 吸收 集 . 
定理 1. 3 的 条 件 (1) 满 足 . 

若 U=aVEB ,a>0,VE 儿 ,对 于 EK 且 2 关 0, 由 AVE 史 ， 
有 . 
AlaV) = wa(V) E HW. 

定理 1. 3 的 条 件 (2) 满 足 . 

若 U=aVEB ,a>0. 因 为 VE 名 ,V 为 凸 集 , 故 令 W=V/2， 
易 见 W 十 WCV ,于 是 

aW 二 + aW = a(W + W)CarV. 

这 样 :多 /满足 定理 1. 3 的 条 件 (3). 

于 是 ,. 罗 /决定 的 拓扑 + 使 XX 成 为 拓扑 线性 空间 . 显然 它 是 一 
个 局 部 凸 空间 ,因为 V 的 上山 性 蕴涵 U=aV 的 凸 性 . 定理 得 证 . 

局 部 凸 空间 的 构造 与 半 范 数 有 密切 关系 ， 

定义 15 设 X 是 K 上 的 线性 空间 , 户 (z) 是 和 到 L0,co) 上 
的 实 值 函数 , 若 p (xz) 满足 : 

(1) 非 负 性 ; p(x) 宇 0，xEX; 

(2) 半 可 加 性 : p(x 十 y) 筷 p(x) 十 p(y),， Xz,yEX; 

(3) 绝对 齐 性 : plazx)==lalp(x),， XE€EK,XEX， 
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则 称 pCz) 为 X 上 的 半 范 数 . 显然 , 半 范 数 为 范 数 , 当 且 仅 当 p(x) 
一 0 时 有 z=0. 

定理 1.6 设 和 为 KK 上 的 线性 空间 , 户 是 X 上 的 半 范 数 , 则 

(1) 集合 

有 一 (zzEX:pz) 魏 1) 与 U= {rE€EX: p(x) 1} 

都 是 X 中 的 均衡 的 . 凸 集 ， 

(2) |p(z) 一 六 yy) [pl(r—y), zx,yEX. 
进而 , 当 X 为 拓扑 线性 空间 且 p 在 x=0 连续 时 , 则 还 有 

(3) 户 在 X 上 一 致 连续 . 

(4) B 是 XX 中 的 闭 集 ,U 是 和 中 的 开 集 , 且 

B=0, U=8B. 

证 (1)~(3) 可 由 定义 经 简单 演算 推 得 .我们 仪 证 (4). 

由 于 B8={z€EX:p(r) 声 1} 二 p71'([ 一 1,1]), 据 p 的 连续 性 
与 [一 1,1] 是 闭 集 , 便 知 B 为 X 中 的 闭 集 . 叉 由 U=p™'(( 一 1， 
1)), 因 此 U 为 X 中 的 开 集 . 

因 UCB, 故 UCB=B. 反 之 , 任 取 xE€8B8, 对 任 一 个 满足 0<a 
二 1 的 wx, 由 

plar) = ap(x) al, 

得 arEU. 进而 , 取 oa, 使 得 0 过 a 过 1 且 a, 一 1, 据 映射 a->az 的 连 
续 性 , 知 wz 一 zx, 故 XED. 于 是 BCU. 从 而 得 到 B=U. 

最 后 ,由 8=0 得 8B 二 UV=U. 定理 得 证 . 

由 此 定理 ,如 果 p(x) 是 拓扑 线性 空间 XX 的 连续 半 范 数 , 则 

B= {xE€EX: p(x)E1)} 

可 视 为 中 的 “ 闭 单位 球 ”. 事实 上 , 它 是 一 个 均衡 的 、 有 非 空 内 部 


有 = U 的 闭 目 集 . 
定义 1.6 拓扑 线性 空间 XX 的 具有 非 空 内 部 的 闲 凸 子 集 称 为 
X 中 的 同体. 


于 是 ,由 定理 1.6 知 ,X 上 的 半 范 数 p 所 决定 的 集 8 是 XX 的 
均衡 凸 体 . 有 意义 的 是 ,其 逆 也 成 立 , 即 : 
173 


定理 1.7 设 XX 为 数 域 K 上 的 拓扑 线性 空间 ,8B 为 和 中 的 一 
个 均衡 凸 体 . 则 存在 X 上 的 唯一 的 半 范 数 p ,使 得 
B= (x€EX:p(r) 1), 
并 且 畏 在 X 上 一 致 连续 ,如 的 内 部 为 
B= (zeEX:pzr)<1) 
证 明 可 参看 参考 书目 [2]. 
下 面 我 们 利用 半 范 数 来 确定 局 部 凸 空间 的 拓扑 结构 . 
定理 1.8 设 久 为 K 上 的 线性 空间 ,p 为 了 上 的 半 范 数 . 则 
(1) 存在 羡 上 的 拓扑 7, 与 的 线性 空间 结构 相 协 调 , 并 且 
B= {B.: B= {rEX: p(x) Se),e> 0) 
是 拓扑 r* 中 的 8 的 邻 域 滤 系 基 ; 
(2) 〈X,zro) 是 局 部 凸 拓扑 线性 空间 
(3) 户 关 于 mr 一 致 连续 ,上 且 及 = {xz € XX: p(x) < eji 
(4) zt 是 使 p 连续 并 使 关上 的 拓扑 结构 与 其 加 群 结 构 相 协 
调 的 最 粗 拓扑 . 
证 (1) 与 (2) 可 由 验证 多 = {多 : se>0} 满 足 定理 1.5 的 (1) 
与 (2) 得 到 . (3) 由 定理 1. 6 得 到 .为 证 (4), 设 * 是 和 上 任 一 个 使 
连续 并 使 + 与 X 的 加 群 结构 相 协 调 的 拓扑 . 对 于 任意 的 se 盖 0, 由 户 
的 连续 性 , 知 
B.=p-'([—e,e]))€r. 
男 一 方面 ,对 任意 aEX, 由 于 rt 是 使 XX 的 拓扑 与 其 加 群 结构 相 协 
调 的 拓扑 , 据 假 设 , 上 映射 (x,y) 一 zx 十 y 在 t+ 之 下 连续 ,从 而 a 十 B。 
是 a 关于 r 的 邻 域 . 这 表明 tr,Cr. 因 此 ,是 使 p 连续 并 使 tc 与 久 
线性 结构 相 协 调 的 最 粗 拓 扑 . 定理 得 证 . 
定理 1.9 设 X 是 KK 上 的 线性 空间 ,f : X-> 下 是 X 上 的 线 
性 式 , 则 |f(zx) | 确定 了 基 上 的 一 个 半 范 数 . 若 令 
plz) = |f (zx)|, 
那么 ,由 p 产生 的 六 上 的 拓扑 是 使 线性 式 上 连续 的 最 粗 拓扑 . 
证 plz) 二 |f/(z)| 显 然 是 半 范 数 . 据 定理 1.8, 由 pp 产生 的 
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X 上 的 拓扑 mr 是 使 p(x) 连 续 , 并 使 7 与 久 i 吉 构 相 协 调 的 
最 粗 拓 扑 ， 
为 证 r 也 是 使 f 连续 的 最 粗 拓扑 ,我 们 假设 使 f : XK 连 
续 的 最 粗 拓扑 为 r, 下 面 证 明 r 一 ro 
因 r 是 最 粗 的 , 故 tCr. 另 一 方面 ,由 f 关于 7 连续 知 |f (zx)| 
关于 rt 也 连续 , 亦 即 p(z) 关 于 7 连续 ,但 mw 是 使 请 连续 的 最 粗 拓 
扑 , 故 rt,Cr, 因 此 r=7z. 定理 得 证 . 
局 部 凸 空间 不 仅 可 由 一 个 半 范 数 产生 ,而 且 可 以 由 一 族 半 范 
数 产生 . 
定义 1.7 设 和 为 KK 上 的 线性 空间 ， 
二 {p :2 为 XX 上 的 半 范 数 }， 
它 是 由 和 上 某 些 半 范 数 p 所 组 成 的 集合 . 记 由 p 产生 的 关上 的 
拓扑 为 tz,( 由 定理 1.8,75 使 式 成 为 局 部 凸 空间 ). 对 于 上 E 多 , 若 
rt 是 使 tCr 成立 的 最 粗 拓扑 , 则 称 rz=r( 多 ) 为 由 多 产生 的 上 
的 拓扑 . 易 见 ,rt 是 所 有 的 上 确 界 , 记 为 rz 一 r( 多 )， 
例 1.1 设 pP,…,p, 是 关上 的 个 半 范 数 . 记 
多 = (pl, ,pr}, 
则 由 多 产生 的 关上 的 拓扑 r=r( 久 ) 的 邻 域 滤 系 基 为 
{UVU:U= (rEX: P(r Ee) PE ,0 = 1,2,.,n). 
我 们 有 
定理 1.10 由 半 范 数 集 多 所 产生 的 线性 空间 X 上 的 拓扑 = 
是 与 X 的 线性 空间 结构 相 协调 的 ,并且 也 使 X 成 为 一 个 局 部 凸 空 
间 . 
证 对 每 个 p€E. 多 ,我 们 记 义 ,二 (X,t,), 据 定理 1.8,X, 为 
局 部 凸 空间 . 因此 上 映射 (zy,y)->z 十 y 与 (1,z) 一 Mz 关于 每 个 re (pb 
E .多 ) 是 连续 的 . 但 由 定义 1.6，rC r 三 r( 多 ) 对 每 个 如 E 多 成 
立 , 从 而 上 述 两 个 映射 关于 r 也 连续 . 这 样 ,z 产生 的 和 的 拓扑 结 
构 与 其 线性 空间 结构 相 协调 , 故 (X,r) 为 拓扑 线性 空间 . 进而 , 它 
还 是 局 部 是 的 ,因为 车 XX, 在 0 的 凸 邻 域 滤 系 基 为 
175 


B. = {B= {rE X: p(x) Ee,),e, > 0}, 

则 r 的 邻 域 滤 系 基 可 取 为 UU%., 它 也 是 凸 邻 域 滤 系 基 , 和 定理 得 
证 . 

定理 1.11 设 天 为 K 上 的 线性 空间 ,p,,…,p, 为 XX 上 的 半 

户 (Z) = max{pi(x) ,p(XT)}, XEYX, 

则 p 也 是 XxX 上 的 半 范 数 , 而 且 p 关于 由 实 ={p1,…,ps,} 所 产生 
的 拓扑 r = r( 多 ) 是 连续 的 ， 

定理 1. 12 ”对 于 线性 空间 X 上 的 两 个 半 范 数 p,g, 下 列 三 论 
汤 等 价 : 

(1) p 是 吉 连续 的 ( 即 指 p 关于 拓扑 + 连续); 

(2) roCri 

(3) 存在 M>>0, 使 对 每 个 EX, 有 p(x) 夺 Mg(zx). 

以 上 两 个 定理 的 证 明 请 读者 自行 完成 . 

赋 范 线性 空间 是 一 个 局 部 凸 空间 . 作为 局 部 凸 空间 的 另 一 特 
例 , 我 们 引进 Fréchet 空间 的 概念 . 

定义 1.8 设 X 为数 域 慌 上 的 线性 空间 ,我 们 称 X 为 Fréchet 
空间 , 知 X 是 由 至 多 可 数 个 半 范 数 pi ,pi，,… ,pn，… 确 定 的 局 部 凸 
空间 ,并且 这 些 半 范 数 满足 

(1) 分 离 性 : 知 zEX 使 得 每 个 p, (zx)==0,m 二 1,2,…, 则 
r=0. 

(2) 完备 性 : 设 {zi}CX 为 XX 中 的 Cauchy 序列 , 则 存在 
EX, 使 得 对 所 有 mEN, 有 

limp, (x — 7)=0. 
这 里 ,局 部 凸 空间 XX 中 的 Caulchy 序列 是 指 :对 于 任意 s>0 及 对 
任意 mEN, 必 存在 Nlm,e) EN ,使 得 当 k,l>N(m,e) 时 ,有 
思 (ze 一 Xi) < e， 
若 条 件 (2) 不 满足 , 则 称 X 为 Pre-Fréchet 空间 . 易 见 , 若 
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Fréchet 空间 只 由 一 个 半 范 数 确定 , 则 它 便 是 Banach 空间 . 另 一 方 
面 ,Frechet 空间 以 


on 


a 1 pro—») 
A 之 2" 1 + par— y) 
为 距离 而 成 为 一 个 距离 空间 . 

在 本 章 的 $3 中 就 要 表 到 Fréchet 空间 . 


8$ 2 ”对偶 空 间 , 对 偶 折 扑 


对 偶 概念 源 于 射影 几何 中 的 点 . 面 的 对 偶 性 ,后 来 发 展 成 为 在 
数学 理论 研究 中 起 重要 作用 的 对 偶 理论 . 对 于 拓扑 线性 空间 ,其 对 
偶 空间 与 原 空间 上 的 连续 线性 式 有 密切 关系 . 我 们 从 最 基本 的 定 
义 出 发 来 定义 对 偶 空间 与 对 偶 拓 扑 . 

定义 2.1 设 久 与 Y 为 K 上 的 线性 空间 .我 们 称 XXY 到 K 
的 二 重 映射 玉 : XXXY-~>~K 为 非 退化 二 重 线性 式 ( 简 称 二 重 线 性 
式 ) , 若 它 满足 : 

(1) Flxitzxsy)=F (ry) TF ry) TI Tr EX yEY, 

F(Axrsy)=AF (ry), TEX,YEY,AEK; 
(2) F(xsyit ya)= Fr y+ hr, y2), TEX,Y MEY, 
Flr,Avy)=AF (ry), TEX,yYEY,AEK; 
(3) 车 (x,y) 二 0 对 一 切 yEY 成 立 , 则 
x 二 0 (X 中 的 零 元 )， 
若 PCzyy)= 王 0 对 一 切 EX 成 立 , 则 
y 一 0 (Y 中 的 零 元 )， 

条 件 (3) 称 为 二 重 线性 式 的 非 退 化 性 . 对 于 拓 与 了 , 若 存在 共 
xyY 到 K 上 的 二 重 线性 式 已 , 则 称 X 与 Y 是 对 偶 的 ,也 称 Y 为 X 
的 对 偶 空间 与 X 为 了 的 对 偶 空间 . 其 对 偶 性 由 二 重 线性 式 严 确 
定 ,并 称 正 为 和 与 了 的 对 偶 线 性 式 . 

例 2.1 设 X 为 K 上 的 线性 空间 ,Y==L(X,K) 为 X 上 所 有 
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线性 式 所 生成 的 线性 空间 , 则 
F(Xsu) = u(r), XEXuEY 

是 XXY 到 KK 上 的 二 重 线 性 式 . 故 久 与 Y 是 对 偶 的 . 常 称 F(x)= 
u(x) 为 了 与 Y 的 典 则 对 偶 . 

例 2.2 设 久 为 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,Y=5(X;K) 为 XX 上 
的 连续 线性 泛 函 所 生成 的 线性 空间 , 则 对 于 zEX,FeE se(X;K)， 
线性 式 F(x,f)=f(z) 确 定 了 空间 贸 与 经 (X;K) 之 间 的 对 偶 , 因 
此 了 一 纪 (X;K) 是 X 的 对 偶 空间 . 这 与 一 般 沁 函 分 析 教 程 中 称 
纪 (X;) 为 对 偶 空间 或 共 斩 空 间 是 一 致 的 , 

按 定义 2. 1 的 记号 ,车 政 为 与 Y 的 对 偶 线性 式 . 固定 x€ 
入 ,让 yEY 变动 , 记 为 F,(y) 寺 F(x,y); 而 当 y€Y 固定 ,让 x EX 
变动 时 , 记 为 (zx) 三 F(x,y). 易 见 所 , : YK 与,: X-> 政 分 
别 为 Y 与 上 的 线性 式 ， 

引 理 2.1 设 X 与 Y 为 KK 上 的 线性 空间 ,Fr 为 X 与 Y 的 对 
偶 线性 式 . 则 映射 x- 一 F, 是 氏 到 L(Y;K) 的 线性 单 射 ,而 y 一 F， 
是 Y 到 L(X;K) 的 线性 单 射 . 

证 映射 g : x 一 F, 的 线性 性 质 可 直接 验 得 . 我 们 证 g 为 单 
射 . 任 给 x1 ,xz;EX, 满 足 g(x1) = 二 g(xs) ,由 线性 得 

ez CO— Xs) = 0,， 
亦 即 F, ,为 零 映 射 : 对 每 个 yEY, 有 FF, (y) =0. 据 下 的 性 质 
(3)( 见 定义 2.1), 即 非 退 化 性 ,得 
Xi 20; 

从 而 g 为 单 射 .对 另 一 个 映射 可 类 似 地 证 明 . 

现在 ,利用 一 个 空间 的 拓扑 去 确定 它 的 对 偶 空 间 的 拓扑 . 

定义 2.2 设 X 与 Y 为 K 上 的 对 偶 空 间 ,F 为 对 偶 线性 式 . 
我 们 称 使 得 Y 上 的 线性 式 族 {F, : yEY} 中 的 每 一 个 映射 已, 保持 
连续 的 最 粗 拓扑 为 入 上 的 原始 拓扑 , 记 为 r( 和 ,了 Y) ,并 称 rz(X,Y) 
为 由 了 与 尺 诱 导 的 拓扑 . 类似 地 ,定义 了 上 的 原始 拓扑 r(Y ,XX)， 
它 是 由 天 与 天 诱导 的 拓扑 .我 们 称 (X,r(X,7)) 与 (Y,r(Y ,大 )) 
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互 为 对 偶 拓 扑 空间 . 
下 面 的 定理 给 出 对 偶 拓 扑 的 具体 形式 ， 
定理 2.1 上 的 拓扑 r(X,7) 与 它 的 线性 空间 结构 相 协调 ， 
并 且 使 X 成 为 T: 型 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,此 拓扑 就 是 由 分 离 的 
半 范 数 族 (p, : yEY) 所 产生 的 拓扑 ,其 中 的 半 范 数 p, 由 
py (zx) = |F,(x)| = |F(Cx,y)| 
确定 . 此 外 ,和 上 的 线性 式 /关于 拓扑 r(X,Z) 连 续 , 当 且 仅 当 存 
在 yE7Y, 使 /一 已 .关于 r(Y,X) 的 上 述 对 偶 论 述 也 成 立 . 
证 令 
多 = {Ve:V.= {xz €XX: |F,(zx)| 声 。e 对 任意 有 限 个 
y EY 成 立 },e > 0). 
容易 验证 ,名 满足 $1 中 定理 1. 3 的 (1) 一 (3) , 故 (X,r( 和 ,YY)) 是 
一 个 拓扑 线性 空间 . 我 们 证 明 V, 为 凸 集 . 事实 上 , 取 w,vEV,, 则 
[Flau 十 (1 一 ao)| = |eP (Ge) + (1 — oF, Cw) | 
委 a 十 (] 一 oa)e 一 e， 
故 su 十 (1 一 c)vEV. 对 每 个 0 委 委 1 成 立 . 因此 (X,r(X,Z)) 为 局 
部 凸 空间 ,而 集合 {, : YEY) 是 非 零 线 性 式 族 ,从 而 {p, : yEY) 
为 分 离 的 半 范 数 族 . 
此 局 部 凸 空间 也 是 T; 型 的 ,因为 {Ff,: yEY)} 为 非 零 线性 式 
族 , 对 于 x,voEX, 且 xzxu, 至 少 有 一 个 yEY，, 使 
FE 一 uv) 一 aa 尖 0. 
取 
V={(zEX: |F,(z— wu)| < |al/3), 
= (zE€EX: |F,(z—v)| < |al/3}, 
则 VNU 半 名, 而 V 为 & 的 邻 域 ,U 为 v 的 邻 域 . 
综 上 所 证 , 知 (X,r(CX,Y)) 为 T 型 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,这 
个 拓扑 与 由 半 范 数 族 {p, : yEY}) 产 生 的 拓扑 等 同 . 
最 后 证 明 X 上 的 线性 式 / 关于 tr(X,Y) 连 续 的 充 要 条 件 是 : 
存在 yEY ,使 得 /== 包 .其实 ,充分 性 显然 . 我 们 只 证 必要 性 . 若 f 
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为 和 上 的 线性 式 , 且 关于 r(X,Y) 连 续 , 令 
bp(z) = |f (zx)|, 
则 p(x) 为 Xx 上 的 半 范 数 , 且 关 于 《X,Y) 也 连续 . 记 
F={py:yEY}, 
其 中 p,(z)=1F,(z)1. 由 上 面 的 构造 , 知 r(X,Y) 一 r( 多 ). 据 定 
理 1. 20, 可 得 pE€. 多 ' ,从 而 存在 y，… ,ysEY ,使 
ppy + 二 py， 
亦 即 对 zxEX 有 
[f(a) IR, (2) | 十 … 十 IF, (zx)| 
一 |F(zy)| 十 … 十 1FCzyy)|. 
令 Mi={xEX: F(z)=0),k=1,2,…,n, 即 Mi 是 ,的 核 .于 
是 对 每 个 
IE fm,, 


有 f(x)=0. 我 们 用 归纳 法 证 明 ,存在 和,…, 思 蕊 区 ,使 得 
fx) = AF, (zr) + AP, (x), xEX. 
不 失 一 般 性 ,我 们 设 F,，… ,下 ,线性 无 关 . 
当 n=1 时 ,由 flu 二 0 得 
M= {xz€EX:F,(z)=0CM= {xz EX: fr) = 0)}. 
由 本 章 习 题 9 知 商 空间 X/M 为 一 维 线性 空间 , 故 对 任何 2&M， 
商 


_ f(z) 
和 一 FB (2) 


与 z 无关. 于 是 f(z) 一 入 F,, (x) 对 所 有 xzEX 皆 成 立 ， 
现在 假设 , 当 n=1 时 结论 成 立 . 那么 , 设 
fn) SIF Co) + + [Fy 7) 1+ |F, (7), 
并 记 为 


If2) 1 < lel) | + IF, Cz)|, 
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其 中 |g (zx) | SS |F, (zx) | 十 … 十 |F,_, (x) ss 据 归 纳 假设 ,存在 M1, 
0 9 An— 1 ,使 得 
g(X)= AF, (x) 十 … 十 入- 天 (x) 
一 了 > F, (x), 
其 中 Yo 二 A 机 1 十 十 加 -1yn-1EY. 故我 们 只 要 证 明 , 当 
HG < PC + Fz)| 
时 ,存在 A1,42EK, 使 得 
fz) = WP (7) + NF, (x) (2.1) 
就 够 了 . 事实 上 , 作 
M;= {XEX: F, (zx) 一 0}， 了 一 1,2. 
由 于 已 ,(z) 一 忆 (zyh) 为 和 上 的 非 零 线性 式 , 因 而 对 于 两 个 极 大 
线性 子 空 间 M, 与 M;, 当 yz 天 Ri 时 有 Mi 关 Mi. 取 Ti1€E M,— Mi, 
Tz EM—M;, 则 


PF, (x) = ,j= 1,2. 
令 f(zi)= 二 1,k 二 1,2, 对 每 个 zEX, 我 们 有 
F, (x — Fy(z)X OF, (2)22) 
一 wz) F(z)F, (zr) — F, (ra)F, (rz) = 0, 
从 而 
Tz— F(a— FF,(r)r EM, j= 1,2, 
故 zx€E Mi 由 M;. 但 因 
[f(z) | EF, Cx) | + IF, (x)|, 
我 们 得 fiwnm, 二 0. 于 是 
人 一 F, (xX)x,) 
二 
一 (xz) 一 站 
此 即 f(z) 二 (zx) 十 《x), 亦 即 (2.1) 式 成 立 . 定理 得 证 . 
定理 2.2 XX 上 的 半 范 数 p 关于 rl(X,7) 连 续 , 当 且 仅 当 存 在 
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yi，"… ;YEY, 使 对 一 切 xE€EX 有 
pT) SIF y) | 二 十 IF (x,y,)|, TE 及 . 

利用 引 理 2. 1 与 定理 2. 1 的 结果 不 难 证 明 此 定理 . 

当 我 们 把 上 述 对 偶 关 系 应 用 到 和 与 也 (X;K) 上 时 ,就 可 得 到 
弱 “拓扑 等 概念 . 

定义 2.3 设 (X,r) 为 下 上 的 Ts 型 局 部 凸 空间 ,区 一世 (Xi 
K) 为 和 上 关于 r 连 续 的 线性 泛 函 的 全 体 所 生成 的 线性 空间 , 称 为 
-由 r(CX,X') 决 定 的 X 上 的 拓扑 为 飞 的 弱 拓 扑 . 在 此 拓扑 意义 下 
的 闭 性 .连续 性 等 概念 , 均 称 为 弱 闭 的 、 弱 连续 的 等 等 . 对 偶 地 ,我 
们 称 由 r(X' ,X) 决 定 的 和 "上 的 拓扑 为 和 "的 弱 " 拓扑 .相应 地 ， 
有 弱 ' 闭 、 弱 "连续 ,等 等 . 

关于 弱 拓 扑 , 我 们 有 

定理 2.3 设 (X,r) 为 政 上 的 T， 型 启 部 凸 拓扑 线性 空 s 间 ] ， 
r(X,X ) 为 和 上 的 弱 拓扑 , 则 

(1) rzr( 且 和” )CT; 

(2) 和 上 的 线性 式 g 关于 rt 连续 , 当 且 仅 当 g 是 弱 连 续 的 . 

证 由 于 X= 二 红 (X;K), 据 定理 2.1,r(XX ,XX') 由 线性 式 族 

(天 :zt EAX) 

确定 ,其 中 F(x) 二 F(x,u) 二 u(x),xXEX,uEX'. 而 tr(X,X') 是 
使 每 个 F,=w 连续 的 最 粗 拓扑 ,XX* 中 的 每 个 元 x 又 是 关于 rz 连续 
的 ( 见 义 ' 的 定义 ), 因 此 ,r( 久 ,XX")Cr. 即 (1) 得 证 . 

为 证 (2), 设 g 为 关于 r+ 连续 的 线性 式 , 则 gE€EX" ,因此 g= 
F,, 故 据 定理 2.1 知 g 关于 rCX,X') 连 续 .反之 , 若 g 关于 TT(X， 
X') 连 续 , 则 由 (1),r(X,X DJ)Cr, 从 而 g 关 于 r 连 续 , 由 此 (2) 得 
证 ， 

在 赋 范 线性 空间 中 ,对 偶 理 论 有 更 为 丰富 的 结果 . 我 们 列举 几 
个 性 质 作 为 例子 . 

定义 2.4 设 XX 为 KK 上 的 赋 范 线性 空间 , 上 外。 x 为 其 上 的 范 
数 ,X 二 5( 义 ;KK) 为 匀 上 关于 范 数 拓扑 CX, 上 外。 jx) 连续 的 线性 
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si 


沁 沙 的 全 体 所 生成 的 线性 空间 . 我 们 称 具 有 范 数 外 。 jx 的 空间 
CX, 有。 jx) 为 了 上 的 强 拓扑 或 范 数 拓扑 ; 称 由 zr(X ,XX' ) 决 定 的 
拓扑 为 X 上 的 弱 拓 扑 . 进而 , 称 多 "上 由 范 数 


lx = sup lz(z) | 


决定 的 拓扑 为 和 "上 的 强 拓扑 ,而 称 r(X"” ,和 X) 决 定 的 拓扑 为 XX 
上 的 弱 ' 拓扑. 

于 是 ,(X， | 。 上 x) 与 (X' ,| ，jlx: ) 为 Banach 空间 ， 而 (Xt 
(XXX )) 与 (X" rz(X  X)) 只 是 T 型 局 部 凸 空间 ， 

定义 2.5 设 久 为 Banach 空间 . 称 X'* 的 对 偶 空间 

(X = LX',;K) 

为 和 的 二 次 对 侦 , 记 为 和 , 它 也 是 Banach 空间 . 可 以 继续 定义 
三 次 .四 次 对 偶 ,等 等 . 当 X 一 X… 时 , 称 厌 为 自 返 的 (X 一 和 是 
在 等 距 同 构 意义 下 )， 

这 样 ,在 X 与 X" 上 存在 见 种 不 同 的 拓扑 ,我 们 可 以 比较 它们 
之 间 的 关系 . 

定理 2.4 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 则 下 述 论 断 等 价 

(1) X 为 有 限 维 的 ， 

(2) X “为 有 限 维 的 ， 

(3) 和 X “为 有 限 维 的 ， 
并 且 X,X",X “的 维 数 相 等 , 且 X 是 自 返 空间 . 

依照 泛 国 分 析 的 常规 方法 ,建立 X… 与 和 之 间 的 对 应 关系 ， 
并 利用 Hahn-Banach 扩张 定理 , 便 可 证 明 本 定理 ， 
”定理 2.5 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 记 z 为 X 的 强 拓扑 . 则 

(1) r(X，X )Czri 

(2) tr(X,X")==r, 当 且 仅 当 X 为 有 限 维 的 . 

一 般 地 ,关于 和 "上 的 拓扑 ,有 下 列 三 种 ; 

(1) 范 数 拓 扑 , 即 由 范 数 

1 zx lx = sup{lulz)| : | zl 1} 
确定 的 拓扑 , 称 为 叉 " 上 的 范 数 拓扑 . 
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(2) 弱 " 拓 扑 , 即 由 r(X*,X) 确 定 的 拓扑 . 

(3) 弱 拓 扑 , 即 视 X' 为 赋 范 线性 空间 ，(X") 为 其 对 侦 空 
间 ,由 r(X" ,X"* ) 确 定 的 XX" 上 的 拓扑 . 

我 们 来 研究 这 些 拓扑 之 间 的 关系 . 

定义 2.6 称 久 到 XX"' 的 映射 :xz 一 zx" 为 幅 入 映射 , 若 它 
对 每 个 wwEX' ,关系 式 u(7x)= 二 zx"(w) 成 立 . 记 XX 在 7 之 下 的 像 集 
为 Xo 一 了 (X) ,显然 ,XoCX 

定理 2.6 用 定义 2.6 的 记号 ,我 们 有 

(1) r(X"”，,Xo) 一 T(X ,X); 

(2) 嵌入 映射 了 : z~z" 是 和 到 Xe 上 的 同 胚 映射 , 且 映 射 了 
与 7-! 关 于 拓扑 r(X,X' ) 与 rCXo,X  ) 是 连续 的 ; 

(3) 把 X。 视 为 X “的 子 空间 ,由 和 "上 的 弱 " 拓扑 所 诱导 
的 相对 拓扑 是 r(X。,X"); 

(4) 嵌入 映射 了 : xz 一 x" 在 XX 的 验 拓 扑 r( 久 ,X") 及 X"“ 的 
弱 " 拓 扑 r(X"“ ,X* ) 下 是 连续 的 

证 (1) 在 X 中 取 任 意 有 限 多 个 元 所 生成 的 子 集 {zi,zrz， 
…，z} 则 在 嵌入 映射 了 下 ,有 

(ze CX = T(X), 
其 中 x 满足 
UT) = TU) UE KX', 
于 是 ,X* 上 的 弱 "拓扑 r(X",X) 中 的 零 元 0 的 邻 域 为 
7 一 (EX : luz)| Ee, k= 1,2,.,n)., 
但 因为 u(xzi)= 二 zx(u), 故 V, 可 改写 为 
V.= {uu € XX: |x) | Se, k= 1,2,.,n). 
后 者 恰 是 X' 上 的 弱 拓 扑 r(X" ,Xo) 中 零 元 的 邻 域 ,于 是 
trX' ,Xo) 一 T(X ,X). 
(2) 任 取 XX 中 的 有 限 集 {zw ，… ,uw,}, 则 
U= {rxEX: ur) Ce, 有 一 1，…7) 
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下 有 和 Ei Ce 


为 X 上 的 弱 拓 扑 r(X,X7 ) 中 零 元 9 的 邻 域 基 , 而 
站 一 (EX ze Re, k= 1,.,n) 
为 Xe 上 弱 "拓扑 r(Xo,X ) 中 零 元 9 的 邻 域 基 . 也 因 
U(X) 一 (zt)， 天 一 1，2 7 
知 T(U)==V. 这 表明 了 T7! 是 在 弱 拓 扑 r(XX,XX" ) 与 弱 " 拓扑 rCX。， 
义 “ ) 下 连续 的 . 并 且 , 由 T-!1(V)==U 表明 ,T 关于 上 述 两 拓扑 也 连 
续 , 故 了 为 同 胚 映射 . 
(3) 也 取 叉 * 中 的 一 个 任意 有 限 集 {zu ，… ,wu,}) CX”, 则 
到 一 (EX :|plu)| Ee, k=1,2,.,n) 
为 XxX"* 中 零 元 9 关于 弱 “ 拓扑 rcLX"* ,X') 的 邻 域 基 . 于 是 X。 关 
于 r(CX",X" ) 的 相对 拓扑 的 邻 域 基 为 
Wf X= (x EE Xo: [ru) | Sek 一 1 ,n), 
而 这 正 是 X。 中 关于 拓扑 r(X。,XX' ) 的 邻 域 基 . 故我 们 得 到 (3). 
(4) 可 立即 由 (2) 和 (3) 得 出 . 定理 得 证 . 
定理 2.7 若 记 X* 上 的 范 数 拓扑 为 r', 弱 拓扑 为 r(X"， 
XXX"“), 弱 "拓扑 为 r(X" , 义 ), 则 
(1) "OrCX' ,XIDrX’ ,X); 
(2) r(X" ,XX"“) 二 rz(X", 义 ), 当 县 仅 当 关 为 自 返 空间 ; 
(3) rt" 二 rzr(X",X"'), 当 且 仅 当 针 为 有 限 维 空间 . 
证 (1) r* 必 rCX*,X*"') 由 定理 2.5(1) 得 到 .第 二 个 包 合 
关系 式 可 由 
XX)=rX’,X) Cr NX',X'') 
得 到 . (上 式 中 的 等 式 可 由 定理 2. 6(1) 得 到 ,后 一 包含 关系 可 由 本 
章 习 题 19 得 到 . ) 
(2) 叉 为 自 返 空间 , 当 且 仅 当 六。 二 =X"“ ,从 而 当 且 仅 当 
r(X* ,Xo) = r(X'" ,XTX**). 
又 据 定 理 2. 6(1), 上 式 成 立 当 且 仅 当 t(X",X)==t(X'*,X"'*). 
(3) 由 定理 2.5(2),r* = 二 rz(X" ,XX""), 当 且 仅 当 久 "为 有 限 
维 . 而 由 定理 2.4 知 X' 为 有 限 维 , 当 且 仅 当 X 为 有 限 维 ,从 而 得 
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(3 

定理 得 证 . 

对 偶 理论 除 对 偶 空 间 外 ,还 有 一 个 重要 部 分 , 即 对 偶 算 子 理 
论 . 本 书 中 我 们 不 讨论 对 偶 算 子 的 一 般 理论 ,而 只 在 下 节 中 介绍 分 
布 理论 . 


8$ 3 ”分布 空间 及 其 基本 性 质 


分 布 (distribution) ,又 称 广义 函数 ,是 由 法 国 著名 数学 家 L. 
Schwartz 在 本 世纪 40 年 代 来 提出 的 . 它 源 于 古典 的 数学 物理 方 
法 .Fourier 分 析 , 以 及 物理 学 .量子 力学 . 而 在 至 今 的 短 短 几 十 年 
. 中, 分布 理论 不 仅 在 数学 的 各 个 分 支 , 而 且 在 理论 物理 等 学 科 中 都 
得 到 愈 来 愈 广 泛 的 应 用 . 同时 它 自身 也 已 成 为 现代 数学 的 一 个 重 
要 分 支 . 

本 节 仅 介绍 基本 空间 为 了 六 =Rr 时 的 分 布 空间 与 分 布 理 论 : 

设 QCR" 为 开 子 集 ,nE€N. 我 们 采用 下 列 记号 : 

C”"(0)= 二 {f :为 0 上 具有 直到 m 阶 在 内 的 连续 偏 导 数 的 

函数 }， mE€ {0,1,2,…}) 二 {0} UN=Z1 寺 P; 

C™ (0) 一 们 C" (2); 

B"(O) 一 (FEC"G2) : 了 的 直到 mm 阶 偏 导数 在 2 上 有 界 }; 

.B~(0) 二 {fEC”(Q) : f 的 各 阶 偏 导数 在 上 有 界 }; 

supp(f)= {xzEQN: EC) f(r)AO}. 
设 KCOQ 为 0 中 的 紧 子 集 ,我 们 记 

C™"™(K)= {f € C"(0): supp(f) CKk,); 


C~(K) = {f € CO) :supp(C CK} = {|C"K). 


m=0 


于 是 ,在 2 上 定义 的 具 紧 支 集 的 函数 类 是 【jC”"(K) 与 【jC™ (K)， 
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Hi ds imbibe 


分 别 记 为 C7(0) 与 Cr (0). 
定理 3.1 C"(2) 是 一 个 Fréchet 空间 . 
证 在 人 2 中 取 一 紧 集 列 民 ,,K,,K,,… ,使 满足 
CY KD RAs 1 123 
(2) JK;= 0. 


由 R" 中 开 集 0 的 构造 与 R" 的 仿 紧 性 知 ,这 样 的 KK; 存在. 于 是 ,可 


pi(f) = sup 2) ID*f|， 7 一 1,2,3,…， 


7 lal| 委 mm 


其 中 D = D; 一 (aa 一 (zzn) ER'; 取 
& 一 (ao) EL 2,= {0,1,2,.…), 
记 
al =a tt DD' = 009. 
这 样 p; (用 成 为 C”"(Q2) 上 的 满足 本 章 §$1 定义 1.7 的 条 件 (1) 和 
(2) 的 半 范 数 , 使 C”"(f) 成 为 Fréchet 空间 . 
定理 3.2 C”(K) 是 一 个 Fréchet 空间 . 
证 取 
pn(f) = sup 2) ID' fl, m= 0,1,2,., 


lalm 

这 是 满足 本 章 $1 定义 1.7 的 条 件 (1) 和 (2) 的 半 范 数 ,使 C” (天 ) 
为 Frechet 空间 . 

定理 3.3 C”(C2) 是 一 个 Fréchet 空间 . 

证 首先 取 2 中 的 渐 张 紧 集 列 K,, 使 满足 

KiCKkn, 有 JK,=0. 
再 定义 
pri(f) = sup >) ID°fl, 
K; lalSm 
7] = 1,2,3,.; m= 二 0,],2,.…. 
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易 见 pm.;( 了 为 满足 $1 定义 1.7 的 条 件 (1) 和 (C2) 的 半 范 数 ,使 得 
C™~ (0) 为 Fréchet 空间 . 

在 C~(0) 中 ,“ 序 列 {gy} 收敛 于 0” 是 指 :对 0 中 任 一 紧 集 KC 
2, 任 给 的 e>0 以 及 任 一 指标 a, 存在 整数 N= 二 N(k,e,a) 二 0, 使 得 
当 j 沁 和 时 ,有 

sup ID'y(x)| = e. 

空间 C~(Q) 还 有 一 个 性 质 , 它 的 每 个 有 界 子 集 都 是 相对 紧 的 
( 称 具 有 此 性 质 的 空间 为 Montel 空间 ,有 关 细 节 可 以 参看 参考 书 
目 [12]). 

注意 到 C” (0) 并 不 是 Fréchet 空间 ,因为 不 存在 使 CY (0) 为 
Fréchet 空间 的 半 范 数列 . 于 是 ,为 使 CF 成 为 一 个 合适 的 局 部 凸 
空间 ,必须 引进 一 种 相应 合适 的 拓扑 结构 ,也 就 是 我 们 现在 要 介绍 
的 所 谓 的 “归纳 极限 拓扑 ”. 

定义 3.1 设 X 为 数 域 K 上 的 线性 空间 ,{X。}ce1 为 X 的 一 
族 线 性 子 空间 , 且 

X= (|X.. 
ceE 了 
若 X。 满足 

(1) X。 为 局 部 凸 空间 ，xE7i; 

(2) 若 X, CX。，wuvoET, 则 Xo 的 拓扑 等 同 于 它 关 于 X。 
的 子 空间 拓扑 . 

我 们 定义 匀 的 开 集 如 下 ;对 于 X 的 任意 一 个 凸 .均衡 \ 吸 收集 
U, 称 U 为 XX 的 开 集 , 若 对 任意 aET, 集 合 UNnmX。 是 和 .中 包含 零 
元 9 的 开 集 . 

如 果 按 上 述 方式 定义 的 X 的 拓扑 使 X 成 为 一 个 局 部 凸 空间 ， 
则 我 们 称 X 的 拓扑 是 族 {X。)} 的 (严格 ) 归 纳 极 限 拓扑. 

上 述 归 纳 极限 拓扑 的 具体 构造 方法 如 下 :在 每 个 X。 中 取 6 的 
一 个 凸 .均衡 .吸收 邻 域 U。, 作 并 集 V = 【JU。, 然后 作 V 的 凸 均 


衡 包 UU: 
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U 一 {a EX:u Ei Dp, vjEV,pB; 之 0, 
> 6 = 1,nEN). 
于 是 ,UV 是 XX 中 的 凸 、 均 衡 \ 吸 收集 ,而 UNMnX。 恰 是 XX, 的 零 元 0 的 
凸 .均衡 .吸收 邻 域 ， 
{UCX:U,E Bx 0), a€ET}=r 
使 (X,z) 成 为 局 部 凸 空间 ,而 = 就 是 X 的 归纳 极限 拓扑 . 
把 上 述 方法 具体 应 用 到 CY (0) 上 . 


在 介 中 取 渐 张 紧 集 列 K;, 使 满足 K;C Ki 且 【J K;== .如 


定理 3.2 那样 , 作 C” (K,) 三 Ej;. 则 易 证 E;CC it1; 并 且 恒 同 映射 
(或 称 嵌 入 映射 ) 

tj: Ej Er 
是 连续 的 ;进而 还 有 CY CO) = [jE 


现在 赋予 C5(Q) = 【jE; 如 下 的 拓扑 : 车 V 为 CF?CQ) 中 的 


凸 、 均 衡 \ 吸 收集 , 则 VV 为 CY(Q) 的 零 元 的 邻 域 , 当 且 仅 当 VE， 
为 五; 的 零 元 的 邻 域 . 

定义 3.2 按照 上 述 过 程 定义 的 CY (2) 的 拓扑 ,使 CY (0) 成 
为 一 个 T; 型 局 部 凸 空间 , 记 为 D(92). 以 后 记号 DC(0) 与 CY (0) 将 
同时 使 用 . 

我 们 指出 ,在 D(Q) 的 归纳 极限 拓扑 之 下 , “序列 (9,}CCY (0) 
趋 于 0” 是 指 . 

(1) 存在 一 个 紧 集 人 CQ ,使 对 所 有 &EN, 有 

supp (9) CK; 

(2) 在 KK 上 ,对 任 一 固定 的 指标 a, 序列 {D'g,) 关于 z 一 致 
收敛 于 零 . 

男 一 方面 ,还 可 以 证 明 , 归 纳 极限 拓扑 与 渐 张 紧 集 列 的 选取 无 
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关 . 
下 面 给 出 空间 DCR”") 中 的 元 的 例 : 设 a 之 0, 令 


了 
jw = fl) |z| 二 a， 
os Ix| 之 a. 


利用 j.(zx) ,并 由 Friedrich 软化 子 方法 ,可 以 构造 出 D(CR") 中 许多 
的 元 . 事实 上 ,对 任 一 个 定义 在 瑟 上 的 连续 且 具 紧 支 集 的 函数 
f(x); 定 义 


f.(x) = | fC 一 y)dy 三 
其 中 


L | /Wi ee 


人 


C: 一 | codz = | zz 一 y)dy， 


由 于 supp Cj.(x)) 为 Rr" 中 的 紧 集 , 且 显 见 j: € C?(R"), 故 卷 积 
f.(x) 也 是 任意 次 连续 可 微 的 . 若 设 supp (7) 一天 ,， 则 
supp(/) CCK.= {rE R:d(zx,K)< ee}. 

由 如 下 定理 可 知 ,CY(0) 在 C"(Q) 中 稠密 ,mE€21. 

定理 3.4 设 fEC”(0),mEZi, 则 对 0 的 任 一 紧 子 集 K, 必 
存在 CY(0) 中 的 函数 列 {8.}CCY (0) ,使 @ 连同 其 直至 mm 阶 的 各 
阶 导数 ,对 zEK 一 致 收敛 于 f 及 其 相应 的 导数 . 

证 对 于 m= 二 0; 取 的 任 一 紧 子 集 开 , 令 eo 二 0 满足 Ks CC 
人 2, 这 里 

K,. = {rE R':d(r,K) 26). 


0 


作 跑 数 
f(x), zxzEK.,, 
f (zx) 3 z 区 K.. 
对 任意 e>>0 且 e 过 eo, 作 
¥ (2) = | ,7 le — dy 
由 


supp( 三) C Kore C K,. (a 12 
知 f.ECY(Q). 又 因 
| J(T— ydy=1, 
OR 
故 当 zxEKCK, 时 有 
if .lx) — f(x)|= | ee [fly) — f(z) (x 一 y)dy 
< max |7(y) 一 Acz)1| 
1z 一 ?| 委 e lr—y 
这 表明 lim f(z) 二 f(x) 在 玉 上 一 致 成 立 . 


对 于 me>0: 同上 作 f.(x). 由 分 部 积分 法 知 , 当 e<<eo 时 ,只 
要 |x| 委 2, 则 对 zE 天 ,由 


D: 产 (z) =| FVD:T Cz 一 ?dy 


1 一 


JeCz 一 y)dy， 
lge Te 


=| (一 DC 一 ?dy 
一 | Dz — y)dy 


= DT — ydy, 
于 是 ,对 |c| 委 mm， 
limDr f(x) = Dif(x), rEK 


一 致 成 立 . 最 后 只 要 取 %== /1 即 可 . 定理 得 证 . 

注 CGO) 也 是 一 个 Montel 空间 ,并 且 CY (2) 还 是 一 个 完 
备 空 间 ， 

有 了 以 上 准备 , 便 可 以 定义 D(2) 的 分 布 空 间 D (0). 

定义 3.3 DC2) 上 的 连续 线性 泛 函 的 全 体 所 成 的 集 , 记 为 
D* (2), 赋 子 弱 "拓扑 , 即 DC2) 的 对 偶 空 间 , 成 为 局 部 凸 空间 , 称 
为 D" (0) 分 布 空间 ,其 中 的 元 称 为 D" (2) 分 布 ,或 简称 分 布 . 

通常 把 D" (0Q) 中 的 元 记 为 f, 把 DC(Q) 中 的 元 记 为 gp, 而 对 
9 的 作用 记 为 《了 ,9). 于 是 D(Q) 上 的 连续 线性 泛 函 Je D' (2) 是 
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指 f 满足 
(1) (fapi+aps) = (fp1) 二 +a (fp) ,其 中 
pisps E DN), ayaz € K. 
(2) 对 于 0 的 任 一 紧 子 集 KCQ, 存 在 C 与 4 之 0( 依 赖 于 天 
的 常数 ), 且 EZ1 ,使 对 一 切 VE CY (天 ) 皆 有 下 式 成 立 : 
(f ,9) < suplD’pl, 9pE€ CeK). 


| 二 

上 述 (1) 与 (2) 可 以 作为 D' (02) 分 布 的 定义 . 又 车 在 (2) 中 ,对 
2 的 任意 紧 子 集 K 存在 相同 的 之 0, 而 C 可 与 KK 有关, 则 称 f 为 
阶 委 & 的 D" (人) 分 布 . 

我 们 给 出 D(2) 上 的 线性 泛 函 f 连续 的 一 个 充 要 条 件 . 

定理 3.5 JeED'(2), 当 县 仅 当 

lim(f ,%) 一 0 

对 任意 满足 pg 一 0 的 序列 {gy}CDCQ2) 成 立 ， 

证 必要 性 ， 设 wy0( 按 D(0) 意 义 ), 亦 即 存 在 紧 集 KCAQ， 
使 对 所 有 jEN, 有 supp (9y)CK, 并 且 对 每 个 固定 的 4, 极限 

limD"g, (xz) 一 0 
关于 xEQ 一 致 成 立 . 对 这 个 天 ,由 必要 性 得 
(f,9) Se 2) suplD'g(z)|, 
lal<r * 

但 满足 je|j 委 4 的 wx 为 有 限 多 个 , 故 得 lim(f ,9) 一 0. 

充分 性 ， 用 反 证 法 , 设 存在 一 紧 集 KoCQ, 使 对 任意 的 常数 C 
>>0 与 任意 4EZ+, 必 存在 orECY (Ko) ,使 得 

|(f,90) 112 suplD'yl. 
ie|s! 
不 失 一 般 性 , 设 | (jpo) | == 1, 则 对 lcj 委 /有 
spIDg < 3 syplD'pl < 
这 表明 在 DC(0) 中 pg. 一 0 成立. 但 1(f ,91)|==1, 这 与 充分 性 假设 
(f ,9)->0 牙 盾 . 定理 得 证 . 
192 


D" (0) 分 布 的 例子 很 多 . 

例 3.1 若 fE€ 十 .C0), 则 fED" (0). 亦 即 
7 CO) CD: (0). 

事实 上 ,对 任意 PE D(0), 令 


(f ,9) =- |. flr)p(r) dr, 


它 是 (0 阶 ) 分 布 .3 进而 ,我 们 证 明 , (02) -> D" (0) 为 一 对 一 的 幅 
入 映射 . 
为 此 , 设 /,g € (0), 且 在 上 述 幅 入 映射 下 ,ff 与 g 映 为 
D "(02) 中 的 同一 个 元 ,我 们 要 证 明 /一 g = 0, a.e.. 
记 4=f 一 g. 若 (h,9)=0 对 每 个 gE DCQ) 成 立 , 即 
| pz)oz)dz = 0, gE DON). 


er 


0 "| | ,这 里 一 二 人 则 由 


h(z) =| a ay 
RnR” 


-| 本 nw | ey 
+ | ,47 EE)erdy 
因 等 号 右 端 第 二 项 积分 按 假设 为 0, 于 是 
n= | Leco -hy Yerdy 
< pe role 


< ce [h(x) — hly) |dy. 
lr—yl&e 
由 有 的 绝对 连续 性 , 知 对 几乎 所 有 的 x, 当 e->0 时 上 式 右 边 趋 于 
0, 从 而 
h(r) = 0, a.e.. 
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这 样 ,得 C0) CD' CO), 且 7: PaeC2) 一 忆 (0) 为 单 射 .我 们 
称 Li.(Q) 中 的 元 为 正规 分 布 . 由 此 例 可 知 ,分 布 是 经 典 情形 下 函 
数 概念 的 一 种 推广 . 

但 是 ,读者 清楚 ,我 们 并 没有 得 到 Li.(Q) 一 D* (0). 这 一 所 
由 下 面 的 例子 指出 . 

例 3.2 6 分 布 (Dirac 分 布 ). 

对 任意 gE DC) ,定义 

(6,9) = 9(0), yp € DO). 
它 也 是 一 个 零 阶 D (0) 分 布 , 但 它 不 是 正规 分 布 . 因为 若 6(x) 由 
某 个 f E€ .C0) 生成 , 则 取 9 一 ,由 定义 
(6,j) = j(0) = ec. 

另 一 方面 ,因为 6 由 f€ (0) 生成 , 故 


B= [fe CV 


Lebesgue 收敛 定理 给 出 当 e 一 0 时 , (6,j.) 一 0， 这 与 (6,7.) 一 
测度 . 例如 取 R" 为 R, 即 n= 二 1, 并 取 如 下 的 局 部 可 积 函 数 及 (x)， 

H(z) a > 0， 

0 r=0, 


称 右 (zx) 为 Heaviside 函数 , 则 
(6,9) = | px)dH(z). 


一 般 地 ,由 Radon 测度 的 定义 知 ,R 上 的 Radon 测度 空间 也 姐 入 
D' (0) 内 , 且 对 每 个 Radon 测度 jy， 


pl) = | Hz)dp 
生成 零 阶 C0) 分 布 . 
还 可 举 出 不 是 Radon 测度 的 分 布 的 例子 . 由 此 可 见 ,D' (0) 


是 一 个 相当 大 的 空间 . 
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分 布 空 间 D' (2) 是 局 部 凸 空间 ,因此 两 个 分 布 之 间 的 线性 运 
算是 已 经 定义 了 的 ,但 在 其 上 还 能 引入 新 的 运算 . 
1. 替 分 布 与 分 布 的 相 和 车 
车 fE€ED' (0), 且 对 每 个 pg ED(0) 有 
(f ,9) 一 0， (3.1) 
则 称 f 为 零 分 布 , 记 为 /=0. 
大 /,g€ED"' (0), 且 /一 g=0, 则 称 分 布 / 与 g 相等 , 记 为 f 
吉庆 
2. 分 布 的 线性 运算 
设 was 为 常数 ,/,g€ED' C0), 则 of 十 azg 定义 为 一 个 
.D' (2) 分 布 , 它 满足 
‘af +ogp) =oa(f,p) + olgp), 9E DGO)， (3.2) 
3. 分 布 的 平移 与 反射 
当 Q=R" 时 , 任 取 a€R". 
平移 : 车 /ED' (R) , 则 了 定义 为 一 个 D* (R") 分 布 ,满足 
(fp = fp), 9ED'(R'), (3. 3) 
这 里 9-,(zx)= 二 gl(7 十 a) 为 通常 函数 的 平移 . 我 们 称 /, 为 f 的 平 
移 , 也 记 为 f=/.. 
反射 : 车 /ED'( R"), 则 /定义 为 一 个 D* (R") 分 布 ,满足 
(fp = (f/f,8), yyE€ DOR)， (3. 4) 
这 里 $$(x) = q( 一 zx) 为 通常 函数 的 反射 .我 们 称 了 为 的 反射 . 
若 /==/, 则 称 /为 偶 分 布 ; 车 了 = 一 /, 则 称 了 为 奇 分 布 . 
4. 分 布 与 函数 的 乘积 
若 JED (2),aEc”(2), 则 ay 定义 为 一 个 D* (0) 分 布 , 满 
足 
(af ,9) 一 (1 at)，pE DGQ)， (3. 5) 
这 里 (ag) (z) 一 a(z)9(z) 为 通常 函数 的 乘积 . 进而 ,容易 证 明 : 若 
fjED' (0),fj 一 0, 则 af;E€ED' 2) 且 a/ 一 0. 我 们 称 满足 这 个 条 
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件 的 函数 所 生成 的 空间 为 乘 子 空间 . 因此 D* (27)? 的 乘 子 空 间 为 
C=(D) ,而 a€EC™(0) 为 D' (02) 的 一 个 乘 子 . 
例如 ,到 az)=zGED' (02), 则 z6ED' (02) 是 一 个 零 分 布 ， 
因为 
(a6,9) = (6,a9) = a(r P(X) 0 
当 取 a(zx)=zx 时 , 恒 有 zyp(z)|:-。 一 0. 有 趣 的 是 ,这 里 出 现 了 “ 零 
因子 ” 
5. 分 布 的 导数 
若 fED' (0), 则 a. 了 定义 为 一 个 D' (0) 分 布 ,满足 
(9 f ,9 =— (f,9,9, PE DD), (3. 6) 


这 里 2,9(z) 一 入 -8Cz) 为 通常 函数 的 导数 ,我 们 称 25/ 为 分 布 /的 
导数 . 一 般 地 ,对 指标 a, 定义 
(Df ,9 = (— Df,D'yp, vpE DN), (3.7) 
并 且 称 D"f 为 分 布 /的 a 阶 导数 
上 述 有 关 分 布 的 运算 ,以 及 下 节 中 的 Fourier 变换 ,如 果 用 对 
偶 算 子 理论 统一 起 来 ,在 新 的 高 度 上 研究 它们 ,就 更 加 完美 了 . 关 
于 经 典 对 偶 算 子 理论 ,在 泛 函 分 析 教 程 中 已 有 详细 的 论述 ,希望 有 
兴趣 的 读者 自己 阅读 参考 书目 [15] 与 [16j. 
关于 分 布 的 导数 ,我 们 有 如 下 性 质 . 
定理 3.6 D' (0) 分 布 为 无 穷 次 可 导 分 布 ,并 且 结 果 与 求 导 
次 序 无 关 , 例 如 
3 一 35 
等 等 
例 3.3 我 们 有 HH'=6. 事实 上 ， 
(H’',p)=~— (H,9') 


= | Ge 0 
注意 到 在 上 述 那 些 分 布 的 运算 的 定义 中 ,例如 对 于 2.f, 它 被 
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-= -一 -一 一 -一 -一 一 - - 


定义 为 满足 等 式 
(3, f,9) 一 一 (/ ,2, 9) 
的 一 个 分 布 .但 满足 此 等 式 的 3./ 是否 确 是 一 个 分 布 ,在 理论 上 还 
需要 证 明 : 当 {pi} CD(Q) 且 pgp 一 0 时 ,蕴涵 (9.f,9) 一 0. 而 实 
际 上 ,D(C(0) 的 弱 ' 拓扑 保证 了 这 一 点 . 
定理 3.7 设 /;,fED*(0), 且 
lim(/;,9) = (fp, yp€E DDN), 
则 w… 一 limf; = /, 并 且 对 任意 4, 有 
忆 ” 一 lmD"; = Df/. 
6. 分 布 的 支 集 
若 ED (0), 对 于 0 的 一 开 子 集 V, 如 果 等 式 
(六 2》 一 0 
对 所 有 9 EDCQ), 且 supp(g)CV 都 成 立 , 则 称 /在 上 为 零 
由 定义 可 证 得 : 设 {Vi}ies C 0 为 一 族 开 子 集 , 又 设 / € 
D (0) 在 每 个 V, 上 为 0, 则 在 并 集 Uv, 上 为 0. 因此 我 们 可 定 
义 / 的 支 集 如 下 . 
对 于 JED'"(2), 设 VCO 是 使 /为 0 的 最 大 开 子 集 , 亦 即 
Vv =( jv,, 
tE 
这 里 集 族 {V,jver 是 使 得 /为 0 的 开 子 集 包 CQ 所 成 的 集 , 则 称 
人 2\V 为 /的 支 集 , 记 为 supp( 了 有). 它 是 0 中 的 相对 闭 子 集 . 
例如 ,我 们 有 supp(6)=={0). 
当 一 个 D" (2) 分 布 了 的 支 集 supp( 放 ) 为 紧 集 时 ,我 们 可 以 把 
它 扩 张 到 比 DC(0) 更 大 的 空间 C~(0Q) 上 去 . 由 定理 3.3,C~ (C0) 是 
一 个 Fréchet 空间 ,下 面 把 它 记 为 8(0). 为 完成 此 扩张 , 先 证 一 个 
引 理 . 
5 引 理 3.1 车 /ED' (2) 具 有 紧 支 集 天 , 则 三 必 可 以 唯一 的 
方式 扩张 成 集合 
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已 一 peECGD) :supp(P) NK 为 紧 集 } 
上 的 连续 线性 泛 函 , 记 为 下 ,并 且 使 当 supp (9P) NK=G 时 ， 
‘F ,9) = 0. 
证 ” 先 证 唯一 性 . 令 尺 二 supp(9) 站 K. 作 尺 在 Q 中 的 两 个 开 
邻 域 U 与 U1, 使 0 CU,, 则 0 与 U0, 构成 0 的 开 履 盖 , 记 为 
Vi=U, V, 一 CU. 
于 是 ,存在 从 属于 {V1,Vs} 的 单位 分 解 {四 ,J) ,使 
p= pp pp 十 92， 
且 
op €E DN), supp (81) CV, supp (9:) CV,, 
以 及 l 
supp(92) 站 天 一 好. 
因此 ,车 f 可 扩张 为 必 有 (F ,9) 二 (f ,91) , 故 扩张 是 唯一 的 . 
再 证 存在 性 ， 如 上 ,对 每 个 9 EE, 有 分 解 式 9 一 81 十 9 我 
们 令 
(F ,9) = (f ,91). 
这 实际 上 就 给 出 了 下 对 每 个 pEE 的 作用 . 进而 , 当 9p 一 2, 十 9: 
时 ,也 必 有 
(F,9) = (f ,91). 
事实 上 , 记 少 = 81 一 91, 则 ED(0), 且 
Kf supp(y) = Ksupplh i — WH)= $Y, 
故 (f,y) = 二 0. 这 就 是 要 证 明 的 . 
显然 ; 当 supp(/) 二 民 为 紧 集 时 ,对 任何 9 EQC0) 都 有 
J EE= (9pEC“ GO9) :suppyg 站 天 为 紧 集 } 
于 是 , 太 可 唯一 地 扩张 为 &(C2) 上 的 连续 线性 泛 肯 F, 其 值 定义 为 
(F,9) 一 (六 pi， 
91 为 引 理 3. 1 中 所 定义 的 那样 . 不 仅 如 此 ,我 们 还 能 证 明 
定理 3.8 @' (0)={fED' (0) : supp( 站 为 紧 集 上 
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证 对 fED'(Q) 且 supp 《了 f) 为 紧 集 ,由 上 所 作 的 扩张 对 
每 个 pEG(2) 的 作用 为 
(FF,9) 一 (AP = (f ,9), 
并 且 其 值 与 y 的 选取 无 关 . 我 们 还 要 证 明 F 是 86(02) 上 的 连续 线 
性 泛 函 . 事实 上 ,对 任意 满足 supp(f)= 一 KCK, 的 紧 集 Ki, 必 存 在 
函数 yi, 使 supp (1)CKi, 且 
| 


< el suplD’gl, 


le 用 4 大 1 
其 中 c 与 上 由 天 , 确定 .上 不 等 式 右 边 的 上 确 界 实 为 GE(C2) 上 的 半 
范 数 , 故 在 8(02) 上 连续 , 即 FE@(0). 
有 反之 ,; 设 FEG" (0), 则 对 某 个 紧 子 集 K1CQ, 存 在 cl 这 0 与 
非 负 整数 ,使 得 
|(F ,9)| S42 splD'pl. 


将 限制 在 D(Q) 上 ,得 到 一 个 D* (02) 分 布 ,这 是 因为 ,如 果 gp EE 
DCN), 且 supp (9)CK,K 为 紧 集 , 则 
sup iD'9| = ID'y| < sup 1D'gl. 


将 其 代入 (FF,g) 的 估计 式 得 
|(F ,P| a > sup |D?9p| ， 
站 


其 中 pE DC(Q)，supp(9) CCK. 另 一 方面 , FF 反 下 |oo 具有 紧 支 
集 , 且 此 紧 支 集 CK,. 这 是 因为 ;如 果 supp (99) NN 天 ) 一 好 成 立 , 则 
sup|D"9| 一 0, 故 人 F,9) = 0. 定理 得 证 . 


定理 3.9 DO) CE(0) 及 EG' (0) CD (0N). 
这 里 记号 C> 是 指 连续 典 入 . 亦 即 4C>8 是 指 : (1) A CB, 表示 
4 为 B 的 子 空间 ; (2) “gp, 一 0 在 4 中 成 立 ” 蕴涵 “gp 一 0 在 8 中 
成 立 ”; 或 等 价 地 , 恒 同 映射 1 : 4 > B 为 连续 映射 . 
证 D(Q)CE(Q) 显 然 . 另 一 方面 , 任 取 gE€D(0),j=1,2， 
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…, 且 gy 一 0 在 D(CQ) 中 成 立 . 则 由 定义 3. 4 中 的 说 明 ,存在 紧 集 天 
CA, 使 supp (9)CK 对 jEN 一 致 成 立 ;并 且 对 任意 a,D'p (xz) 一 
0 对 xEQ 一致 成 立 , 于 是 ,对 2 的 任意 紧 子 集 尺 ,任意 0, 必得 
D*p 一 0 对 xEQ 一 致 成 立 . 按 定义 ,这 就 是 pg 一 0 在 6(Q) 中 成 立 . 
故 得 D(0) Cdz(O). 

Ge(0) C>D' (2) 的 证 明 可 由 对 偶 理论 得 到 . 

7. 卷 积 

大 家 知道 ,R 上 两 函数 f 与 g 的 卷 积 定义 为 

xg) = | ,fog — ydy. (3. 8) 


它 有 很 多 重要 性 质 ,并 具有 重要 的 物理 意义 . 例如 : 
(1) 当 (3. 8) 式 中 积分 存在 时 ,我 们 有 
(fxg) (zr) = (gx* f) (x), 
(fxg)xh(r) = fx (gx*h)(r). 
(2) 设 g€EC,fECo, 则 fxgE€EC', 且 
D'(fxg)= /xD'g, lal&. 
(3) 若 /E€EL'i,g€EL?,p 之 1, 则 h=f*xg€E€L?, 且 
xl | el 
这 个 不 等 式 称 为 Hausdorff-Young 不 等 式 , 它 有 如 下 推广 : 若 p， 
gr 是 实数 ,1 委 记 ,gr 委 十 cc, 还 满足 
1 1 1 
人 方 十 es 1 ， 
则 当 /EL?,gELDL 时 ,有 fxgE€L ,并 有 
fxgl. fl lg 
成 立 . 
(4) 关于 f x g 的 支 集 ,我 们 有 
supp(f * g)C supp(f) + supp lg) 
= {x+y:xE€E supp(f),y € supp(g)}. 
(5) 利用 Friedrich 软化 子 , 将 函数 正则 化 , 即 对 任意 @ECr 
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[ EE. 


且 满 足 
oS<o<1, | acodz=1 
今 
ed —n 之 
G.(z) = e o| | 


则 fEZL? 缠 涵 f. 二 Bx EC , 且 当 1 委 王 十 ce 时 ,有 
lim | 了 一 /| = 0. 
进而 , 若 /ECo, 则 f/f.ECY, 且 有 
lim suplD"/. — Df|=0， lal| 夺 &. 
现在 让 我 们 把 卷 积 的 概念 推广 到 分 布 上 去 . 
定义 3.4 设 JED' CO),pEDCO) ,我 们 定义 
(f * Pr) = (f ,9,), 
其 中 $C(y) = f(y 一 7z) 一 YX 一 3)， 
为 得 到 卷 积 的 进一步 的 性 质 , 先 证 一 个 引 理 . 
引 理 3.2 设 pg(z,y)ED(0,), 视 xzER" 为 参数 . 设 
suppyp(X,y) CK, 
这 里 CQ,, 且 当 z 在 某 个 开 集 U 中 变动 时 ,K 与 z 无关. 又 设 对 
任意 重 指标 a 与 8, 导数 91059(x,y) 关 于 之 与 y 均 连续 , 则 对 任意 
ED' (02,) ,项 数 
F(zr) = (f/ ,9(zx,y)) 
关于 xEU 的 连续 导数 9%F(x)= 二 (ff,9‘9(zxz,y)) 存 在 . 
证 仅 对 a=1 与 xEUCR!' 情形 加 以 证 明 . 取 x 二 hEU, 且 


Suppy [pz 二 hy) — pr,y) ICK., 


[yz 十 h,y) 一 zyy)] 


< 一 .P(X 十 th ,yy), 0 二 tt 之 1， 
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当 Ai-~=>0 时 ,上 述 表 示 式 在 D(2,) 中 趋 于 DY(z,y). 故 


站 
Fz) =lim 元 [LRCz 十 用 F(z)] 


=lim(/, 寺 [pCz + hy) — pz,y)]) 
=(f,0.9(7,y)). 
其 他 情形 可 类 似 地 证 明 . 
定理 3.10 设 fED'(R"),pE D(C(0), 则 fxg€EC™ (0) , 且 
supp(f * gm C supp(f) + supp (9. 
证 由 引 理 3.2 得 到 xgEC”(0). 关 于 支 集 的 包含 关系 证 
明 如 下 . 
设 z 入 supp《 了 有) 十 supp《9), 则 当 y € supp(f) 时 ， 
T—y 人 supp(p). 
因 若 不 然 , 则 
ZE ty) 十 supp(o) TC supp lf) 十 supp(D)， 
于 是 zx 从 supp(P 十 supp (9) 蕴涵 
supp(f) f) supp (¥(7x —*)) = 8. 
故 fx9 在 z 的 附近 为 0. 定理 得 证 . 
定理 3.11 车 ff€D' (2)，9p0OEDC2) , 则 
(f x9) x = fx (pxy). 
证 ” 先 证 这 样 一 个 事实 ; 若 gE CCR"),JECS CR”), 则 Rie- 
mann 和 


S px — mi yim)h" (hE€ RR") 


在 CCR") 中 收敛 于 (px yy) (zx). 
上 述 收敛 性 当 xz 为 固定 点 时 是 明显 的 ( 据 Riemann 积分 的 定 
义 ), 现 在 证 明 它 在 空间 C4CR") 中 收敛 . 其 实 , 由 于 9 与 都 具 紧 
支 集 ,因此 上 述 Riemann 和 对 充分 小 的 , 支 集 含 于 supp(%) 十 
supp (y). 其 次 ,对 任意 ws<t, 上 述 和 关于 z 的 w 阶 导数 一 致 趋 于 
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as — yy dy = (aspx 办 (z)， 


为 完成 定理 的 证 明 , 只 需 作 如 下 推理 
fx (px xr) = (fy, px fr — y)) 


= lim(/y, D9(z — y — mh) ymh) hr) 
= lim( Dp — y — mh) gmh)A] 


= lim 2 Cf x Wz — mh) pmh) A 


= (fx 9) x yr), 
其 中 /, 表示 了 作用 于 g(x 一 y 一 mh) 中 的 y. 定理 得 证 . 
定理 3.12 设 /ED'(R”), 则 
fx 8.= f.€ CR'); 
时 . 
, limf.= f 在 D*'(R") 中 ， 
这 里 @. 为 200 页 (5) 中 所 述 的 Friedrich 软化 子 , 即 
G. = er-"G(z/e)， BE Cr， 
且 满 足 
0 过 EL, | adz 一 1. 
证 利用 下 述 等 式 : 
(fpD= (fex 7)(0) = (fx ,x 方 )(0) 
= (f/,(8.x $)'), ypE DR"). 

据 定理 3.10,f.EC™~(R"), 而 据 (5) 知 Bx $ 的 各 阶 导 数 都 一 致 收 
敛 于 $ 的 相应 阶 导数 ,并 且 z 
supp (BD. x $) CC supp®, + suppy, 

当 充分 小 时 ,上 式 右 边 必 含 在 supp 9 的 某 个 固定 邻 域内 . 于 是 
Dx DT) — F(X) 
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在 DCR") 中 成 立 . 最 后 得 
lim(f.,9) . lim(f, (®. * $G$) (7z)) = (f ,9). 

定理 得 证 . 

上 述 定理 对 re D' (0) 也 成 立 ,但 证 明 稍 复杂 ,我 们 从 上 略 . 

定义 3.4 是 一 个 分 布 FE D' (0) 与 一 个 函数 PE D(Q) 的 卷 
积 . 现在 我 们 定义 两 个 分 布 的 卷 积 . 

定义 3.5 设 f/,gED'(R"), 且 至 少 有 一 个 ,例如 g, 具 紧 支 
集 . 我 们 定义 fx g 为 满足 下 式 的 一 个 D"(R") 分 布 

(fxg,9) = (f(g,9-7)), PE DOR), 

这 里 9.:(y)= 二 ply 一 x) 是 9 的 右 平移 . | 

为 说 明 上 述 定义 有 意义 ,我 们 证 明 

(1) 作为 工 的 函数 ,VCz) 一 (人 8，P-r) ED(R"). 

其 实 , 据 定理 3. 10 知 ,函数 

jr) = (g,91) = (BE,P-1) = Fx PCZ) 

属于 C”(R"). 其 次 ,supp (J)Csupp (8) 十 supp (PD) 给 出 supp(%) 为 
紧 集 , 故 JED(R"). 

(2) 由 (fxg,9)= 二 (f,) 定 义 的 fxg 为 DC(R") 上 的 连续 线 

显然 它 是 线性 的 ,并 且 是 DCR") 上 的 泛 函 . 为 证 连续 性 , 设 在 
DCR” 中 ,gy 一 0. 由 引 理 3.2 知 ,p(x) 二 lg,(9)-:) 习 0 在 DCR") 
中 成 立 , 从 而 

(fxg,9) — 0, 

所 以 fx gE€ED" (R"). 

我 们 指出 ,为 引入 分 布 的 卷 积 fx g, 在 上 述 定义 3.5 中 ,“f 
与 g 二 者 至 少 有 一 个 具 紧 支 集 ”的 条 件 还 可 以 减弱 . 详细 情况 就 
不 再 叙述 了 ( 见 参考 书目 [12J 和 [15.]). 

定理 3.13 设 f,g,h€ED'(R"), 且 其 中 至 少 有 一 个 具 紧 文 
集 ,以 保证 以 下 所 述 卷 积 有 意义 , 则 

(1) 结合 律 : fx (gx*h)= 二 (fx*g)*h; 
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(2) 交换 律 : /fxg=—=g*/f; 
(3) 分 配 律 : 
(af 十 Beg)*h=af*xh+ Bgxh; 
(4) 单位 元 : fr 6=6* 了/. 
由 此 可 知 ,D" (R") 中 具 紧 支 集 的 元 所 生成 的 子 集 8B" (R") 关 于 加 
法 、 数 乘 与 卷 积 成 为 一 个 可 交换 代数 ,其 单位 元 为 5. 
证 (1) 任 取 yp EDCR") ,我 们 有 
(fx (gxh),9) = (f,(g,h,(9.,)-_,))) 
= (fxg,h,p.,)) = ((f x g)*h,9), 
克 fx (g xh)=(fxg)*h. , 
(2) 任 取 gp,yEDCR"), 则 pxyEDCR"). 于 是 
(f xg) x (pxy)) = (fxg)x (yx9) 
一 fx (gj)x9 
= (fx (gp) = (gxy) x (fo9) 
= (gx¥*f)x (yx 9) 
= (gx f/f)x (pxy). 
以 上 推导 中 我 们 利用 了 结合 性 以 及 函数 卷 积 的 交换 性 ,因为 f x9 
与 g x*y 都 属于 空间 C~(R"), 故 
(g *Y) x p= px (gy); 
(fx (gxp) = (gx frp; 
对 (g x 了) x (yy * 细作 同样 的 推导 ,得 出 
(gxf)x (yp) = (gg) x (f xo). 
为 了 最 后 得 到 可 交换 性 ,我们 证 明 , 若 用 ,fiE€D"'(R") 对 任意 
9 ED(R") 都 有 
fix9p= fx9, 
则 所 =f. 事实 上 ， 
(fisp) = (fix 8)(0) = fsx $0) = (f,,9). 
从 而 , 族 二 fo. 把 此 结论 用 于 
(f xg) x (pxy) = (gxf) x (pxy), 
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便 得 到 f x g 王 8Ex* 太 
(3) 显然 . 
(4) supp(6) 为 紧 集 , 故 对 一 切 fED' (R"),f x6 有 意义 , 据 
(2),f x6 二 6 x f. 现 在 任 取 pg ED(R") ,由 
x PT) = (6,8,) = $.(0) 一 PCZz)， 
得 
(fx6)x9= fx (x9)= /fxg 
仿照 (2), 推 得 fx65==f, 即 (4) 得 证 . 
车 我 们 用 m 记 平 移 算 子 : 对 R*" 上 的 函数 f(x), 定 义 
(tf (7) = f(x — h), 
按照 前 面 关 于 分 布 的 运算 (3) ,分 布 /ED* (R") 的 平移 定义 为 
(Tf 9) = (f ,rap), PE DR"), (3. 9) 
我 们 有 
定理 3.14 对 fED'(R"), 有 /一 6,x* f, 这 里 6, ED"(R") 
定义 为 
(6;,,9) = pCh). (3. 10) 
于 是 ,如 下 论断 成 立 : 
(1) 卷 积 与 平移 的 可 换 性 : 对 任意 f ,gE€D" (R”)， 
frmg=tf/ x*g = tf xg); 
(2) 反之 , 设 T: D(R") 一 6 (R") 为 连续 线性 算 子 . 若 了 与 一 
切 平移 算 子 可 换 : 
Tr, = tT,， 
则 存在 唯一 的 /ED* (R") ,使 得 Ty 二 /xg 对 于 所 有 9pE DCR") 成 
立 . 
证 先 证 tf 二 6,* f. 任 取 yp EDCR"), 有 
(Gx f= (f x0,,9) = (f, (6,,9:)) 
= (f,$(h)) = (f ,Ta9) = (tf ,9), 
于 是 ,6, * f=t,f. : 
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为 证 (1), 任 取 pp ED(CR"), 则 
(Tf x g) ,P= (fx gr gp) = (f,lg, (rp)_:)) 
= (f,(g,r-i(p_))) 
一 (rigy 9 7)) 二 (f x mgypP)， 
此 即 (fxg)= 二 fx rg; 同 理 也 有 
tf *g) tf*g. 
对 于 (2), 先 证 唯一 性 . 因为 若 存在 这 样 的 f, 则 必 有 
(f ,8) = (fx*9(0) = (To)(0), 9 € DCR"), 
故 f 是 唯一 的 . 关于 存在 性 ,我 们 证 明 , 对 任何 gE DCR"), 由 公式 
(Tp)(0) = (f ,8) 
定义 的 f, 亦 即 f :p95 一 (Ty) (0), 是 满足 (2) 所 要 求 的 连续 线 
性 泛 了 鲨 . 因为 了 的 连续 性 与 线性 , 知 上 述 f 是 一 个 D'(R") 分 布 . 进 
而 ,利用 了 与 +_; 的 可 换 性 ,得 
(To (Ah)= rs (To0)) = (Tr_,9) (0) 
= (f xTt_,P 0) = (fx 99) 0). 
由 于 4 的 任意 性 , (2) 得 证 . 
关于 卷 积 的 微分 ,我们 有 
定理 3.15 设 f,gE€ED"(R"), 上 是 supp(g) 为 紧 集 , 则 对 任意 
指标 a, 有 
9°(f*g)=9a9°fxg = fxdo°g. 
证 ” 任 取 yg EDCR"), 则 
(9°(f xg),9) = (— 1) "(fx g,0°9) 
= (f,(— 1)!"(g, (9°9).,)) 
= (f,(— 1)'(g,r_,(9°9))) 
= (f,(— 1)!l(g,9°(t_ .9))) 
= (f,(9°g,9..)) 
= (f #9a'g,p.,). 
等 式 男 一 部 分 可 类 似 地 得 到 |. 
最 后 ,关于 卷 积 的 支 集 ,我 们 也 可 写 出 ; 当 f,g€D'(R") 时 ， 
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supp(f x g) C supp(f) + supp (lg). 
还 可 以 讨论 分 布 的 张 量 积 、 流 形 上 的 分 布 等 等 ,但 已 属 专门 课 
题 ,本 教材 不 再 进行 介绍 ， 


8$ 4 Fourier 分 析 


由 于 Fourier 分 析 在 分 析 理 论 中 的 重要 性 ,人 们 自然 想到 在 
分 布 空间 上 建立 Fourier 分 析 理 论 . 如 上 节 开 始 所 述 ,分布 理论 形 
成 的 思想 根源 之 一 就 是 希望 推广 经 典 的 Fourier 分 析 理 论 到 更 广 
泛 的 空间 上 去 . 大 家 知道 ,经 典 Fourier 分 析 理 论 所 能 适用 的 函数 
空间 是 很 小 的 ,例如 能 使 Fourier 变换 在 其 上 拓扑 同 构 的 函数 空 
闻 仅 是 所 谓 的 急 降 函数 空间 . 本 节 的 目的 是 要 建立 分 布 空 间 上 的 
Fourier 分 析 的 基本 理论 . 为 此 , 先 从 经 典 的 急 降 函 数 空 间 2 开 
始 . 我们 称 2 为 急 降 函数 空间 ,或 Schwartz 空间 , 它 是 这 样 定义 
的 

= {9E€E CR): suplzxDig(z)|<+ %, 


Va,p € P")}. (4. 1) 
在 2 上 引入 半 范 数 族 (pp :a,PE P} ,其 中 
Pa,a CP) = sup | x"Deg(x) | ， apPEP’", (4. 2) 
XER 


空间 2” 有 以 下 的 重要 性 质 . 

定理 4.1 25” 是 一 个 Fréchet 空间 . 

证 ”注意 到 当 |x| 一 co 时 ,每 个 9 E97 以 比 |z| 的 任意 次 数 更 
快 的 速度 趋 于 0, 故 在 (4. 2) 式 定义 的 半 范 数 族 下 ,7 成 为 Fréchet 
空间 . 特别 指出 , “gy 一 0 在 9 中 ”是 指 对 任意 选 定 的 指标 a,B, 有 

rzDig(r)—>0, XxXER’ 
一 致 地 成 立 ( 对 z 一 致 ,但 却 不 要 求 对 a,p 一 致 ). 

定理 4.2 D(R') CSR") CE(R'),H D(R'") 在 5(R") 

中 稠密 ,92CR") 在 8(R”") 中 稠密 . 
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读者 记得 ,在 经 典 Fourier 分 析 中 ,从 fEL' 开始 ,定义 其 
Fourier 变 式 f' ;然后 用 截断 的 方法 ,把 L? 函数 的 Fourier 变 式 
了 定义 为 L? 中 一 个 函数 列 的 平均 极限 ;再 由 Riesz-Thorin 凸 性 
定理 ,将 Fourier 变 式 的 定义 扩充 到 L? 沙 数 ,1 过 p 过 2. 一般 说 来 ， 
对 于 L*,p 之 2 的 情形 ,上 述 思 想 已 无 法 使 用 . 此 时 我 们 要 设法 推 
广 经 典 的 Fourier 变 式 到 适当 的 分 布 空间 上 ,使 得 在 这 种 推广 之 
下 的 Fourier 变 式 ,一 方面 可 以 解决 包括 L*(p 汪 2) 在 内 的 更 广泛 
的 函数 类 直至 分 布 的 Fourier 变换 , 另 一 方面 也 使 得 经 典 的 Fouri- 
er 变 式 是 推广 后 的 Fourier 变换 的 特例 . 

现在 我 们 先 考虑 /€ 2 的 Fourier 变 式 1 ,利用 f/f' 是 多 到 
9 的 拓扑 同 构 ,研究 其 一 系列 性 质 , 然 后 利用 对 偶 理论 ,直接 定义 
27" 分布 的 Fourier 变 式 . 

为 了 方便 起 见 , 本 节 中 我 们 都 约定 微分 算 子 D 中 已 带 有 因子 


于 ,例如 


工 3 ，…, 工 3 1. 
1 | 


定义 4.1 gpg E99 的 Fourier 变 式 gp' 定 义 为 
pxM(E) = | eogz)dz, ER’", (4. 3) 


D, = (D, ,…,D, ) = | 


其 中 
(€ ,x) Sie, 


记 玉 :9 一 9', 称 映射 下 为 上 的 Fourier 变换 ,而 称 内 为 9 的 
Fourier 变 式 . 
定理 4.3 者 9 E99, 则 pgp'* E97, 有 是 
(DPE) = gp'(€), € €R’", (4. 4) 
(ZE) = (~ De)’gp'(€), € € R", (4.5) 
证 若 pg E99, 由 


sup|z'Dip(z) | <+ 0, op EP, 
22 是 急 降 函数 类 ,可 在 (4. 3) 式 的 积分 号 下 求 导数 ,得 
Dipx(6) = je(— z)ep(z)dz， (4. 6) 
于 是 (zep) (6) = (一 De)"'p*(€). 另 一 方面 ,由 分 部 积分 得 
érg'(€) = le D_)“e-regp(z)dz 
二 | 9pzwCz)dz (4.7) 


依 此 有 DP "&) = 名 p*( 人 6). 这 样 我 们 得 到 (4.4) 与 (4.5) 式 . 进 
而 ,由 (4. 6) 与 (4. 7) 式 得 
1eDgp(6 |= | 人 一 z)g(z)dz| 
= | 名 [( 一 。)s2(。)]4C) | 
eem[C- zyCz)]dz 


Ja 十 pel 


. (1 十 1zl2e+baDe[( 一 z)pg(z)]dz| 


二 c sup | (1 十 [zl +02D[(— rz) p(xr)]| 
了 和 到” 


< 十 co， 
故 VE 7. 定理 得 证 . 
从 上 述 定理 立即 得 到 
定理 4.4 若 p《E2 , 则 
Di9p'(E) = [( 一 20)] (6)， 
é"p'(€) = (Dp)*(E). 
而 且 , 若 在 多 中 ,py 一 0, 则 必 有 9 一 0 (在 5 中 ) ,因此 Fourier 恋 
换 下 :pg 一 pg' 是 9 到 自身 的 连续 线性 映射 . 
Fourier 变换 屎 有 如 下 道 变换 公式 . 
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定理 4.5 对 于 p E9597, 我 们 有 Fourier 变换 反 演 公式 
下 204 一 0， 
其 中 
= (2m "|e ng ede, (4. 8) 
并 且 玉 :5 为 拓扑 同 构 . 
证 首先 取 Gauss 函数 
g(7T) 一 er 人 1 和， |z2 一 对 十 …… 十 寻 ， 
显然 有 gE9, 且 
g*(é) a Je idz = (2T)"2e 一 HI72. (4. 9) 
(4. 9) 式 成 立 , 是 因为 
| eitrde-lrl /dz = IT| eiitie—"/2dz,, 

R” j=1ivR 

而 由 Cauchy 积分 定理 ,每 个 因子 
| .eedrdz,= | 区 一 冯 全 读 站 寺 
一 | e 一 /adt = e-6/2V3T， 
于 是 ， 
‘(EY (Eeindde a g(€)e'ddé ed gy)dy 
9 8 

> ee gd) gc) dedy 

= [ey = 

一 Je 十 y)dy。 
以 g(e6) 代 替 g(6) ,se 盖 0, 则 上 式 成 为 

| ae)erndé 


e™"|g Gey 十 y)dy 


Je 十 eyi)dy. 


令 es->0, 得 
g(0) [9'(é)eodé 一 pz) ay)dy 


再 由 g(0)= 二 1, 并 重 写 (4. 9) 式 为 
g"(y1) = (2r)"e- btn, (4. 10) 
便 得 
Jedy 一 (2r)"/2: ， 


代入 上 式 即 得 (4. 8) 式 . 在 以 上 推理 过 程 中 我 们 用 到 Fubini 定理 
与 积分 号 下 求 极限 ,由 于 p,p' ,g,g' 都 在 9 中, 故 这 是 允许 的 ， 
上 述 定理 的 结论 也 记 为 
F-i(g') = (2n)™"F((9")™). 
所 以 ,是 下 的 道 变换 ,并 为 一 对 一 , 且 双 方 连续 . 据 反射 运算 
一 :， oz) 一 9( 一 z) 是 5 到 2 上 的 同 构 ,从 而 得 到 下 : 2 一 2 
为 拓扑 同 构 . 定理 得 证 . 
Fourier 变换 有 如 下 人 性质. 
定理 4.6 设 YPE2S ， 则 
(1) F($) = (2r)°F-'(9), Fg) = (2n)"F™ (9); 
(2) F(T9)(E) = eoF (gp)(E€), 
r(FCP) CE)) = Fle' mg) 1]E); 
(3) Fl(glec :))(€) = lel 一天 (CD) (c-16)，c 天 0， 
F(D(ce) = ce "FG ))()， < 天 0. 
定理 4.7 设 /,g€9, 则 fxg€9, 且 
Fl(fxg)= F(f)* Fg), 
F(f »g) = (27n) "F(f) x Flg). 


a | eC |f ger ed 


因 和,gE2, 故 上 式 积分 存在 . 由 Young 不 等 式 知 
/fxg EE Li(R’"). 
再 据 积 分 号 下 可 对 zx 作 任 意 多 次 求 导 运算 , 知 
fxg€ CR'). 
余下 只 要 证 明 fx g€ 57. 考虑 如 下 积分 ,并 由 Fubini 定理 得 


| (Cf x g) (x)dr 
二 ec y)e-iyeg(y)dydx 
ES | seeAczdz | egCo)dy 


一 f"(€) 。g54(E)， 
由 于 六 ,sg E2 ,而 2 纪 关 于 元 的 乘法 运算 是 封闭 的 , 故 
三 8 ES 
利用 Fourier 逆 变 换 FR7' : 2 -2 为 拓扑 同 构 , 则 


F-i(f*. g') (zx) 一 Car).t fr ge de 
= (2n)"|eo fr) | egcody dé 
G2" ee fc)g (ydydé 
Ss jecoody 。 Gar) |e»mo fk) de 


一 | re — y)g(y)dy = (FFxg)(z)， 
定理 4. 8(Parseval 等 式 ) 若 f,gE€597, 则 
| (xXx)g (rx)dxr = | Ag "ede， (4. 11) 


| en ds | re) gE de. C4. 12) 


证 考虑 二 重 积 分 
Jf eg re dzdé, 
” 它 是 绝对 收敛 的 . 据 Fubini 定理 ,将 它 写 为 两 个 次 序 不 同 的 累 次 
积分 , 便 得 (4. 11) 式 . 再 由 (4. 11) 式 ,将 gE(z) 换 为 (2r)-"g%z), 则 
g^(6) 应 改 为 
[(2m-"g 7(C)] ME) = (2m-| ee Sd 


= (2n)™" [erg "Cr)dr = (2n)-" CE 


从 而 由 (4. 11) 式 便 得 (4. 12) 式 . 定理 得 证 . 

转 而 讨论 2 "分布 ,以 及 其 上 的 Fourier 变换 ，. 

定义 4.2 9 空间 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 2 分布 ,又 称 组 
增 分 布 , 记 927 分 布 的 全 体 为 2' , 称 为 9 的 分 布 空间 .由 2 上 
的 半 范 数 族 的 定义 ( 见 定理 4.1), 知 fE59', 当 且 仅 当 存 在 非 负 
整数 &,m 与 常数 c= 二 ci,，, 使 对 每 个 pq ES 有 

[AH 和 ec 2 sup|zD42p(z)|. (4. 13) 
lalSt, IBISm A 

先 举 一 些 例子 . 

例 4.1 LR CCH. 

任 取 gE€EL?(R"), 对 任意 gp E99, 由 


Wy | [gratadz|< lg l,l pl, 
其 中 
十 二 一 1. 
gq 


| 


但 因 22CL CR") 对 任意 rr 委 co) 成 立 , 且 


179 
lol,= (ipa) dz) 
= 之 sup(1 十 [xl "+tD/: g(x)| 
R" 
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可 
9 
4 
| 
4 
2 
旺 
a 


/ 
(ja 十 [|x| "+D/2dz | 
<csup(l 十 | 并 12 > 二 1D729 [2Cz) |， 
Se 


故 知 存在 常数 k,mEP 及 ci., 使 (g,9) 满 足 (4.13) 式 . 
例 4.2 ONC(R")C5' ,这 里 集合 Ow(R") 是 
{ff EC”(R'): Ya€E P',I C(a) 与 六 Ca) ,使 
IDfoz) | CO 十 | zx) 
只 需 按 例 4. 1 的 方法 估计 《g,9), 由 gEOWN(R") 与 9 E59 的 
条 件 而 得 (4. 13) 式 , 故 
CU 王 CY(R) CS 
空间 CO% 称 为 缓 增 C” 函数 空间 . 
例 4.3 一 切 在 ce 处 具有 多 项 式 增 长 性 的 连续 函数 
fr) = OD)|zI", |z|—+% 
都 定义 一 个 527 分布 ,当然 它 也 是 一 个 D' 分 布 ,从 而 也 有 分 布 意 
义 下 的 导数 D"f ,而且 导数 D"f 也 都 是 97' 分布. 
定理 4.9 8’ (R")C> 9 Cc. D'(R"). 
由 定理 4. 2 即 可 证 得 . 
定理 4.10 若 JESs mgECGy, 则 geES…( 亦 即 @2% 中 的 
元 是 2” 习 子 ). 反 之 ,2 分 布 的 乘 子 必 是 O% 中 的 元 . 
(关于 乘 子 , 属 于 调和 分 析 的 专门 课题 ,这 里 只 提 此 名 词 ,不 作 
介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 书 目 ( 如 参考 书目 [3] 和 [12]).〉. 
证 按 定义 ,2 分布 的 乘 子 g 满足 
‘gf ,P= (fg (2E 5) 
而 gpE .22 显然 成 立 , 且 
poalgP) = sup|z|'D (gp) 委 >) parnlp), 
5 R" Ilr| 委 18 


故 &AE27… .定理 的 道 论 断 的 证 明 还 要 涉及 较 多 的 预备 知识 ,我 们 
不 再 证 明了 , 只 强调 一 下 ,空间 2% 的 拓扑 结构 . 2% 的 拓扑 由 一 
族 半 范 数 
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pr.(P) 一 sup|ACz)DepCz)| 
本 


确定 ,其 中 /ES2 9pEGYWaeE 产 . 它 只 是 一 个 局 部 凸 的 拓扑 空间 ， 
并 且 是 完备 的 ,但 却 不 具有 可 数 基 . 序列 gy 一 0( 在 % 中 ) 当 且 仅 
当 对 每 个 JE 2 与 cE 严 ,序列 f(x)D'g(zr) 一 0 关于 xER" 是 一 
致 的 ;或 等 价 地 ,对 每 个 FE 2 ,序列 fp 一 0 在 2 中 成 立 . 

再 叙 而 不 证 一 个 有 用 的 定理 . 

定理 4.11 2 c>-CYyc2S5 ,并且 儿 在 CO% 中 稠密 . 

现在 我 们 来 完成 本 节 开 始 所 提 的 问题 :建立 分 布 空间 5 上 
-的 Fourier 分 析 理 论 . 

定义 4.3 若 /ES”, 则 对 任意 PE 2 (po 确定 了 2 上 
一 个 连续 线性 泛 函 , 记 为 广 E2… , 即 

(六 一 (入 )，PE Sr (4. 14) 

称 广 为 了 的 Fourier 变 式 , 记 f 一 /的 映射 为 FF. 

定理 4.12 映射 : /一 f' 是 599' 到 自身 的 拓扑 同 构 . 

证 因为 :p>gp' 是 到 自身 的 拓扑 同 构 , 故 作 为 的 对 
偶 空间 2 "上 的 映射 下 : /一 广 是 连续 的 . 现 证 

Pi 

也 是 连续 线性 映射 . 

事实 上 , 任 给 一 个 /E39' ,由 于 下 : 2 一 2 为 拓扑 同 构 , 故 
对 任意 VE .2 , 泛 函 (jg 的 值 也 应 由 9* 决 定 , 并 且 也 是 {9* : PE 
5) 的 连续 线性 泛 范 , 记 为 

(g,9*) 三 (f ,9); 
但 (gpg* : gE I}==9, 因 此 (g ,9') 也 成 为 多 上 的 连续 线性 沁 函 . 
由 g “的 定义 ， 
(g*,90) = (g,9') = (f,9), 
故 f= 二 g'. 这 表明 F-' 有 意义 , 即 g 二 F-'(f), 并 且 有 
(f ,9) = (Ff ,9 ). 
由 此 知 "' 是 5 上 的 连续 线性 泛 消 .定理 得 证 ， 
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定理 4. 13 设 JES…, 则 (D* 记 4(6) 一 名 六 
证 先 证 (D; /= 1'. 注意 到 zj)EO%, 故 它 是 97' 乘 子 ， 
6ifES52…. 易 见 , 对 2 E97, 利用 定理 4.3, 有 


(De f' ,9)=— (f' ,D9) 
=— (f,(D.D') =— (f,é9') 
= (~—éf,9') = ((— zf)' ,9). 
因此 (一 x; 有)* =De/'. 于 是 
z (ze = (~ DYf’, (4. 15) 
故 
(Ef ,PD= (ff',é9) = (f, (x9)') 
(f,(— De)y') = (Df ,9') 
= ((D,/)" ,9), 
因此 (D, 有 )" = 和/'. 一 般 地 ,得 
(DN' = f/f. 
定理 4.14 反射 与 平移 公式 : 
(1) FOF 2A)"FTIf), FO=C2n)"F-1f); 
(2) oF (f=F (ef). 


证 明 留 作 习 题 . 
定理 4.15 对 于 /E57' ,gE€ 59, 我 们 有 Parseval 等 式 
(fy (Om) "Cf pty, (4.16) 


其 中 (f,g)==(f ,8) 称 为 /与 g 的 Hermite 配合 .因此 (4. 16) 式 就 


人 


(f ,8) = (2n)-"(f*,g'). 


证 由 
rn | cm dog |: 


| 


站 一 C2r) "JetBCé) dé ， 


上 上 式 又 可 写 为 =h* , 故 
(f ,8) = (fh'*) = (f",h). 
用 Hermite 配合 表示 上 式 , 得 (ff ,g) 二 Cf* ,有 ). 但 因 


RZ) = C27) | egcepd = (2x) "gt (x), 


从 而 
(f,g8) = (f,h) = (27) (8 ). 
这 就 是 要 证 明 的 . 
57' 分 布 的 卷 积 与 D'(R") 分 布 有 类 似 之 处 ,也 有 不 同 之 点 ， 
所 以 我 们 仍然 从 定义 开始 ， 


定义 4.4 2 与 5 的 定义 如 前 . 
(1) 设 fE9' ,gE99 ,定义 了 与 8 的 卷 积 
(fx g) (zx) = (f ,8,), (4.17) 
其 中 .Cy) 二 (y 一 Xx) 一 g(x 一 y)， 亦 即 多 ,二 rg 
(2) 设 ES,gEG ,定义 f,g 的 卷 积 为 一 个 "分布 , 它 
满足 
(fxg9p) = (f(g .91)), PE (4. 18) 
以 上 定义 的 合理 性 及 一 些 性 质 均 建 立 在 以 下 的 定理 上 . 
定理 4.16 当 fE€E9',gE97 时 ,由 (4.17) 式 定义 的 fxg 
满足 
(1) fxgE€EON; 
(2) fxg'=/"°。g'". 
证 ”为 证 (1) ,需要 用 到 两 个 结论 ,我们 叙 而 不 证 :; 
(a) 27* 分布 的 构造 :对 任意 AE 2 , 必 存 在 有 界 连续 函数 
GEC(R") 及 指标 aE P, 非 负 整 数 kEP ,使 得 
f= DO 十 |zl12)%2C(Cz) 
(b) Peetre 不 等 式 : 对 任意 1E€R 及 ,7€ R" ,我们 有 
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瑟 更 1 SNEEi 1 局 吕 


i 


i 


| 


i eh 
1 十 17 
于 是 ,首先 据 (a), 知 f= 二 D*[ (1 十 |z1?)*2G(z)], GECCR")， 
a€EP',kEP. 从 而 
(fx g) x) = (f ,8,) 
(De?LC1 十 |y|2)2G(Cy)],g,) 
(一 1)”((1 十 j yl)2%2CCy) ,Drg(z — y)) 


委 204(1 十 1 一 7271， 


| 


[| 


Dja 和 


因 g&E.2, 故 上 式 有 意义 , 且 fx gEC”(R"). 进而 ,由 Peetre 不 等 
式 得 

(+ |ylY 2 zo yD 十 | 六 22， 
代入 前 式 得 


CR =|a + |y[2)-GOW 十 | 59 全 


93E(zZ s y)dy, 
其 中 s 二 0 取得 充分 大 ,使 (1 十 |y|?)-:G(y) 可 积 , 且 
132CFx g) (x) | 


= |[a+ ly yw + yD 
“alg (zr — y)dy| 

<clatr yd"lcwl + lz 
‘(1+ [zy| zt 


9thg(r — y)|dy 
SCsup| (+ |z| dmesg | + lz 
= Ci(B) C+ | 工 | 2 了 3 
于 是 fxg€@Ow. 
现 证 (2). 因 COC%C5', 故 fxgE9' ,并且 有 (fxg)'E€ 


29°'. 任 取 h*ED'(R"” C9, 得 知 hE57. 由 定义 
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a 
fa Te a a 


» gg(x CO— yh' (xr)dydz 


ja 十 [yl2)4GCy) (一 1)!9 (g(r — y),h'(r))dy 


= (f,(g,(h*)_,)), " (4. 19) 
其 中 
(gsCh*)_.) 一 [EEE 十 y)dz 
一 jece 一 y)AXZz)dz = (gE *h’)(y). (4. 20) 
又 
F(x)= g(— 并) 一 G2" |e ng"(E)dé 
= (27x) "(geg') (x), 
因此 


(Fxh*)(y)= (27) "(Cg)" xh'Xy) 
= (gh)'*(y). 
由 于 g,hE€57 ,上 述 最 后 一 步 由 定理 4.7 得 到 . 这 样 ,将 其 代入 
(4.19) 和 (4. 20) 式 ,有 
((f xg)',h) = (f,(g*h)')» 
(fg"h)y = fe hh) (4. 21) 
因为 hxED(CR") 在 2 稠密, 故 (h : h* ED}) 在 中 也 稠密 ,所 以 
(4. 21) 式 给 出 
(Fxg) = fg'. 
定理 得 证 . 
对 于 /ESs…,gEG' 的 卷 积 ,我 们 只 叙述 以 下 的 结论 而 不 给 
耶 证 明 ,因为 证 明 需 要 用 到 更 多 的 预备 知识 . 
定理 4.17 若 gEG"”, 则 
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BACE) Ss (g,e i" ), 


有 gEON. 
定理 4.18 若 g€6', 则 fxg€59°, 目 (f xg)==/'g' 成 
Ey 
最 后 给 出 2 分布 的 Fourier 变换 的 例子 . 
例 4.4 ECG ,由 定理 4. 17， 
8/ (&) ee (Ge 一 irey 》 = CD | 1 ， 
我 们 有 


人 
3 《(e 一 [5 人 ) (9 Ne 


例 4.5 1E2S2…, 故 对 po E957, 有 
(1* ,9)= (1 ,9*) = jwcepde 


< 《2T)” (2m |seegtCe)d8 


= (27)"9(0) 一 〈(2r)” (2)， 
故 1 一 (2r)"6. 

由 于 6 不 是 一 个 函数 ,而 1 却 是 经 典 意义 下 性 质 很 好 的 函数 ， 
因此 可 以 体会 到 用 .Fourier 变换 处 理 问题 常会 带 来 很 多 优越 性 ， 
这 种 思想 在 近代 数学 中 是 屡见不鲜 的 . 

例 4.6 ES2…, 故 由 (4. 13) 式 ， 

(XT) = (— D)1* = (2x)"°6°. 

以 上 讨论 只 是 给 出 9 与 99' 上 Fourier 变换 的 最 基本 的 性 
质 ,还 可 以 研究 多 与 2 中 元 的 张 量 积 及 其 Fourier 变换 、 流 形 上 
分 布 及 其 Fourier 变换 等 等 . 我 们 不 再 一 一 介绍 ,可 以 参看 参考 书 
目 L12j,L13J 与 [15]. 


SA 5 Wiener-Paley 定理 


由 定理 4. 13 可 以 体会 到 ,函数 在 无 穷 远 处 的 衰减 性 质 与 其 
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Fourier 变 式 光 滑 性 质 有 一 定 的 联系 ,更 确切 地 说 ,这 是 从 经 典 的 
Wiener-Paley 定理 知道 的 . 而 后 为 了 更 深入 地 讨论 函数 或 分 布 的 
性 质 , 人们 推广 了 经 典 的 W-P 定理 ,得 到 Wiener-Paley-Schwartz 
定理 . 

如 复 变 函数 教程 中 所 使 用 的 定义 那样 ,我 们 称 在 整个 复 平面 
C 上 解析 的 函数 f(z) 为 超越 整 函 数 ， 

先 叙 述 经 典 的 W-P 定理 . 

定理 5.1 设 f(z) 为 C 平 面 上 的 整 函 数 , 且 它 为 指数 型 超越 
整 函数 , 即 ， 存在 正常 数 4 与 C ,使 

1AFCz)1 委 Cel, 

则 f(z) 在 R 上 的 限制 f(z) 为 LC(R) 函 数 , 当 且 仅 当 存在 p(x) € 
IL:( 一 A,A), 使 得 


f(z) = c| ,Hx)e dz. 
在 这 个 定理 中 ， 
f(z) = c| Hz)erdz 


实际 上 表示 f(z) 是 一 个 具 紧 支 集 的 函数 p 的 某 种 Fourier 变换 ， 
只 是 参数 不 是 实数 而 是 复数 z 而 已 . 下 面 我 们 要 给 出 严格 定义 ， 
称 它 为 Fourier-Laplace 变换 ,而 后 将 上 述 定理 推广 到 一 般 情形 ， 
定理 5. 1 的 证 明 也 可 作为 一 般 情形 的 特例 而 得 到 . 

定义 5.1 nn 维 复数 集 C" 是 指 集合 

{C19 sa) CF) = (Ti 二 iy ,Ta 十 1yn)， 
二 EC1 委 ) 和 7). 

其 拓扑 则 取 为 积 拓扑 CX… XxC. 

例如 ,以 zoEC" 为 心 ,r 为 半径 的 开 球 为 

B(zr) 一 {zEC :|z 一 zo| 三 max | 一 (zo)i|<)， 

或 其 他 等 价 范 数 . 

定义 5.2 设 QCC” 为 开 子 集 . 称 f :QC 为 如 上 的 解析 图 
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| 
| 


数 , 若 对 每 组 固定 的 SE 2 有 19… 和 52 且 CEN Tj, 
zjt1 "Zz4) ; 冰 数 
FAC 
都 是 忆 的 解析 函数 ,这 里 
介 (zi si CZ) 
一 化 EC: (wie tT, 2) E 1). 

大 =0", 而 /是 0Q=C" 上 的 解析 孔 数 , 则 称 了 为 C" 上 的 整 
通 数 . 以 下 我 们 总 考虑 超越 整 函数 , 亦 即 /和 常数 的 超越 整 函 数 ， 
并 且 简 称 为 整 函 数 ， 

定义 5.3 设 .jz) 为 定义 在 尺 上 的 函数 ( 实 值 或 复 值 ), 如 果 


积 


| rd 
R 
存在 ,这 里 《EC" , 则 称 
fue) |e eas Cus 


为 了 的 Fourier-Laplace 变换 . 记 和 =f 十 i7，&,7ER". 

不 难看 出 ,/ 的 Fourier-Laplace 变换 就 是 函数 e”“”f (xz) 的 
Fourier 变换 . 由 于 e“"? 当 |zx1 一 co 时 是 急 增 函 数 ,因此 , 欲 使 (5. 1) 
式 的 积分 存在 ,必须 对 函数 f 加 条 件 . 于 是 就 引出 当 /€ CY (CR”) 
二 DC(R") 时 与 /EB' 时 的 W-P 定理 : 

定理 5.2 C”" 上 的 整 函数 /75) 是 某 个 支 集 含 于 |zj 委 4 内 的 
CF (RD 函数 g (x) 的 Fourier-Laplace 变换 , 当 且 仅 当 对 任意 NE 
P, 存 在 常数 Cw, 使 

[f(D EC + lt "et ™, ec. (5. 2) 
证 必要 性 . 设 (5 为 C" 上 的 整 函 数 , 且 存在 gE€CY(R")， 
满足 
supp(g)C{rER: |zx|< A), 
并 使 下 式 成 立 
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16) = Jeterdz = | 


g(r)e ndz., 
|r| 委 4 


故 
tf = | DeCoDerendx， Co 
17| 魏 4 
注意 到 gECY (R), 则 有 |D*g(Cz)| 委 Co 在 (zER :1zl 委 4)} 中 成 
立 .此 外 ,由 
[> | a | | c= | | | ee | 


= e177 CC ellintl < ealimtl 
与 a 的 任意 性 ,以 及 (5.3) 式 ,我 们 得 到 
(1 I fA | Cyest™l. 
从 而 ,对 任意 NEP ,得 
WADI 
必要 性 得 证 . 
充分 性 设 Fe) 为 C" 上 的 整 函数 , 且 对 任意 NEP, 存 在 
Cw ,使 (5.2) 式 成 立 . 取 5=&,(5.2) 式 化 为 
|f(€)| Cn + 1€1)™", 
此 式 对 任意 NEP 成立 ,说 明 f(&) 在 元 穷 远 处 急 降 , 即 /6)E2 
于 是 存在 gsE2 ,使 得 
g(x) = Cam) "|e /ede. (5. 4) 


还 需 证 明 supp(g)C{r€ER": |x| 志 A). 由 于/(§) 为 整 函 数 , 且 满 
足 (5.2) 式 , 故 (5.4) 式 右面 的 积分 可 考虑 为 复 域 C" 上 的 积 


Jaf cd, 


然后 利用 Cauchy 积分 公式 , 取 积 分 路 径 栈 为 7=0,7== 常 数 ,6 二 
一 M 与 4 二 M, 只 要 M>0 充分 大 , 便 得 


g(X) 一 C20/ ds 
利用 (5.2) 式 , 取 N= 二 n 十 1, 并 由 


ei | = ee 及 1 十 tj 之 1 十 |é|， 


lg (7)|< (21) "Cyer nm | + 1§1)-"'dé 


过 Ce -37 
再 令 7 一 上 z, 上 式 化 为 
|g(z) | 去 Ce Al 
易 证 , 当 |zx| 汪 4 时 g(x) 二 0. 故 
supp(g)C{rERF: |zrx| A). 
显然 ,这 个 /( 外 就 是 g(x) 的 Fourier-Laplace 变换 . 定理 得 证 . 
现在 介绍 Wiener-Paley-Schwartz 定理 . 
定理 5.3 若 /5) 是 gEd 的 Fourier-Laplace 变换 ， 中] 
/ (的 = (gen), CEC’, 
则 /是 满足 下 述 条 件 的 整 函数 ,存在 常数 C>0,4>0 及 NEP, 合 
得 
[feECAI+ Gl"etml, EC . (5.5) 

反之 , 若 /5 是 满足 条 件 (5.5) 的 整 函数 , 则 (多 为 某 个 弛 * 
分 布 g 的 Fourier-Laplace 变换 . 

证 首先 说 明 , 当 gE€38' 时 ,由 定理 4.17 知 ， 

8*(€) = (g,e-i"™d) 
为 2% 中 的 元 , 故 (ge 2) 也 视 为 g' (6) 在 Cc” 上 的 解析 开拓 ， 
并 且 这 个 开拓 是 C" 上 的 整 函数 , 记 为 

h(6) = (g ,et'7), 
它 也 就 是 g 的 Fourier-Laplace 变换 . 因此 ,为 证 明 必 要 性 ,只 需 证 
/5 一 A() 满 足 (5.5) 式 ， 

这 里 要 用 到 9 分布 的 构造 定理 :gE€ 2 可 以 表示 为 一 个 具 紧 
文集 天 的 连续 函数 G(x) 的 有 限 阶 导数 5 一 DG, 天 含 在 supp(g) 
的 任 一 邻 域 中 . 亦 即 ,车 

supp (gC {rER: |z| < A}, 
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则 
民 CtzER: zl 委 4 十 e 
e>0 为 任意 小 的 正 数 . 
对 任意 LEC',e-'* EC”(R") 关 于 成立, 故 


| (gerigo2 | 一 | (DG,e sn)|= | (BDe tn 


<| ceo Dre ldz 


lzri 委 4 十 e 


<C sup |Drew't"n | 


Irl<Ate 
eel @ lm) 
取 N= |ej ， 由 
GD) = h(t) = (ge )， 
并 且 
@ mb) 过 es+e lImt| 3 


据 (5. 6) 式 便 得 (5. 5) 式 . 必要 性 得 证 . 


(5. 6) 


为 证 充分 性 , 设 /(5) 为 满足 (5.5) 式 的 整 函 数 . 令 5 二 ,由 


(5. 5) 式 知 
If | CH + 17， 


故 fEO%. 于 是 /E59 .但 是 Fourier 变换 让 : 5 一 2 是 同 构 


映射 ,我 们 断定 ,存在 gE€9 ,使 7 一 5 


以 下 证 supp(g) 为 紧 集 ,上 且 含 于 {XER": 1zl 委 4). 设 


C2 
je- 可 zl < a， 
史 [zl 之 ac， 


并 且 设 
了 二 j,， Ce | Godz. 
取 ECF(R") 为 a 一 诈 , 作 卷 积 
(gx Qa) (x), k= 1,2,3,.. 
显然 ,gx og 在 D' (0) 中 成 立 . 另 一 方面 ， 
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ee 


(gxa)'=g" .at. 
对 于 上 面 等 式 右边 的 两 个 因子 ,由 于 第 一 个 因子 g€ 597 是 实 变量 
éE R" 的 函数 
8"(€) 一 《ge 人 人)》， 

故 可 解析 开拓 到 C" 上 成 为 满足 (5. 5) 式 的 整 函 数 . 对 第 二 个 因子 
ot ,由 于 a 的 支 集 在 |z| 委 1 人 内 , 据 定理 5.2, 知 at(x) 也 可 解析 

开拓 到 C”" 上 成 为 af(8), 并 且 对 任意 整数 M ,满足 

| ak | Cuer tml 十 上) 

结合 起 来 ,g"。，at 可 以 解析 开拓 到 C" 上 , 成 为 整 函数 , 亦 即 ,对 

(g x* %) “可 解析 开拓 为 C" 上 的 整 函数 , 且 对 任意 M>0, 下 式 成 立 ， 

人 

其 中 ee 满足 (5. 5) 式 时 的 固定 的 NW, 故 (YN 一 M) 仍 为 任意 整 
数 . 再 用 一 次 定理 5. 2 的 充分 性 部 分 , 知 (f x w)(z) 是 具 紧 支 集 的 
Cr 函数 ,其 支 集 含 于 |z| 入 4 十 去 内 . 最 后 , 令 -oo, 其 极限 g(z) 
作为 32” 分 布 , 支 集 也 必 售 于 |z| 委 4 内 ,这 样 ,gEG ,上 且 supp(g) 
CB. 定理 得 证 . 

在 偏 微分 方程 .调和 分 析 , 以 及 其 他 分 析 领 域 中 ,W-P 定理 及 
W-P-S 定理 都 有 很 多 应 用 . 作为 例子 ,我 们 证 明 常 系数 偏 微分 方 
程 基 本 解 的 存在 性 . 

记 CC (RD) 的 对 偶 空 间 为 +1CR")', 赋 此 对 偶 空间 关于 Ba- 
nach 空间 的 序列 {CiCK)}iew 的 归纳 极限 拓扑 . 

注 这 里 .2 是 尺 中 的 紧 集 的 全 体 所 生成 的 集 ,Cs+'(K) 是 
支 集 在 紧 集 KE 中 并 且 具 有 十 1 阶 连续 导数 的 空间 ,其 范 数 
为 

Fe = xsup 1D*Al|. 


fal&#+1 


据 归纳 极限 拓扑 的 定义 可 知 ， 在 这 样 的 拓扑 之 下 ， 函数 序列 {o}C 
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CCR") 趋 于 零 是 指 : 存在 /oEN, 使 当 j 之 16 时， 
suppm CK, 
并 且 
gl 一 0， 
显然 有 连续 嵌入 关系 0 (R")" CC> 久 (R")'. 
现在 我 们 在 分 布 空间 22"+1(R")' 中 证 明 常 系数 偏 微分 方程 的 


基本 解 的 存在 性 . 所 采用 的 证 明 方法 是 一 个 典型 的 利用 对 偶 性 解 


决 存在 问题 的 例子 . 
先 给 出 两 个 事实 (用 Cauchy 积分 公式 可 以 证 明 ): 
(1) 设 f(z) 在 闭 单位 贺 |z|<<1 中 解析 ， 
Pz) = awz" 十 awm_iz” 十 一 十 dz 十 ao 
是 m 次 多 项 式 ,av 天 0. 则 有 


ao0)| 委 去 | 17eoPcen) 1d0. (5.7) 
(2) 设 f(z) 为 整 函 数 ,P(z) 同 (1), 则 
|anf (zo0) | ps [f(z)P(z)|. (5. 8) 
定理 5. 4(Malgrange 定理 ) ”R" 上 的 常 系数 偏 微分 方程 
P(D)u=$ (5. 9) 


必 存 在 基本 解 EE 2 CR")'. 
证 设 微分 算 子 P 的 转 置 算 子 为 P'. 由 于 
‘PT',9) = (T',P'Y), 
人 EGR 9pE DR'), 
设 巨 为 基本 解 , 若 令 了 = 巨 , 则 由 于 PT 一 PE 一 9, 便 有 
P(0) = (E,P'Y). (5. 10) 
为 此 ,我 们 只 要 证 明 w(0) 是 P'y 的 连续 线性 沁 隔 . 
记 5 一 人 ,T) EC > 《如 和 DEC ,TEC, 且 
0 一 十 了 一 1 2 一 1 T= 二 iv. 
又 设 wk) 是 9 的 Fourier-Laplace 变换 . 据 W-P 定理 , 9*(5) 是 “5 
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本 1 省 二 2 


的 整 函 数 ,并 且 g*($,) 是 速 降 的 . 由 Fourier 道 变 换 公式 ，; 
|p0) |< [去 | [gre | de 


魏 A|(1 十 | 6 十 ee 十 人 [se 
| 十 lxl"™) de dp, (5. 11) 
其 中 
入 专 sup | 9 ,1) | 有 
A | 十 | 他， (5. 12) 


现在 我 们 来 估计 (5.12) 式 中 的 4. 事实 上 ,如 果 视 名 为 参数 ， 
则 Ge ,re 9 rr) 与 mo,r) 都 是 + 的 整 函数 .因此 由 
(5. 8) 式 可 得 
1256 ,1) | 魏 SEE |PTCe ,rp ,rr) | ， 
Sig(t ,IS sup | 人 HIPTCG ,rp ,7)|, 
< 


{r—xle1 
| AAA(Ce ,rr) sup a 


lr—x|&1 


进而 ,由 
P(e rp! yt) = | etmpr CD) pe sid di 
注意 到 r+=y 十 iv, 从 而 有 
|PTCé' ,tr)p’ (| e"|PTCD)2Cz ,t) | dx’dt, 


| 名 PTCe ,ro ,7) | | 


。PT(D)P(z' ,t) |dx'di, 


。 PTCD)eP(z' ,t) | dr’ dz. 
因为 一 p 二 vy, 上面 三 式 中 的 v 满 足 |v| 志 1, 于 是 
A< soup] IP'wl+ [DD Pel] 


[et'Pp™é’, r)DA(Ce ， z) | 过 | 


+ | Dr。 Prg| ) dz'di. 


令 P 9 一 力 则 若 取 内 一 0( 在 C0 (BR) 中 ), 便 有 A 一 0. 从 而 (5. 10) 
式 所 确定 的 PT8 成 为 P7 钨 上 的 连续 线性 泛 函 ,这 里 P" 儿 的 拓扑 
是 C3 (CR ) 的 对 偶 拓 扑 . 定理 得 证 . 

其 他 应 用 的 例子 , ES [12],[14j 等 . 


习 ”是 


1. 设 X 是 数 域 必 上 的 拓扑 线性 空间 ,已 是 X 的 线性 子 空 间 ， 
则 巨 关 于 子 空间 拓扑 成 为 人 上 的 拓扑 线性 空间 , 且 匹 也 是 玫 上 
的 拓扑 线性 空间 . 试 证 明之 . 

2. 设 {( 筷 )e 为 K 上 的 一 族 拓扑 线性 空间 . 试 证 ， 积 集 X = 
上 LX, 在 积 线性 空 zs 间 结 构 与 积 拓 扑 结 构 之 下 形成 一 个 拓扑 线性 空 


间 ， 称 为 积 拓扑 线性 空间 . 

3. 设 铸 为 KK 上 的 拓扑 线性 空间 ,E 是 XX 的 线性 子 空间 , 试 
证 : 商 集 X/E 是 K 上 的 线性 空间 . 进而 ,在 商 拓 扑 之 下 ,X/E 为 
K 上 的 拓扑 线性 空间 , 试 证 明之 . 

4. 设 (X, 上。 中 ) 为 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,M 为 和 的 闭 线性 
子 空间 . 对 于 天 关 于 MM 的 商 集 XX/MM ,定义 其 中 的 元 = 二 x 十 m ,x 
EX, 定 义 、 

Fall = inf{ | yl,:y €w)., 
试 证 : 

(1) xu 一 4 是/M 上 的 范 数 ; 

(2) 范 数 拓扑 与 商 拓 扑 一 致 . 

5. 设 X 为 到 上 的 T: 型 拓扑 线性 空间 ,S$ 是 义 的 紧 子 集 , 试 
证 : 5S 的 均衡 包 是 紧 的 , 且 与 $ 的 闭 均衡 包 相 等 ， 

6. 设 X 为 下 上 的 线性 空间 ,4CX 为 X 的 均衡 子 集 . 试 证 下 
列 论断 等 价 : 

(1) 4 是 吸收 的 ; 

(2) 对 每 个 zxEX, 存 在 AEK, 1 天 0, 使 4MzEA4. 

230 


7. 设 4 为 均衡 集 , 试 证 : 和 44==44 ,AEK. 
8. 设 苑 为 天 上 的 T: 型 一 维 拓扑 线性 空间 . 试 证 ， 对 任 一 元 
a€ ,A 了 0,K 到 X 的 映射 / :4 一 Aha 是 一 个 同 胚 映射 . 
9. 设 和 是 K 上 的 线性 空间 ,M 是 和 的 线性 子 空间 . 称 M 为 
极 大 线性 子 空 间 , 若 MCX,M 关 义 , 且 车 N 是 包含 M 的 线性 子 空 
间 , 则 入 =Z 或 N=M. 试 证 下 述 论断 等 价 : 
(1) 好 是 X 的 极 大 线性 子 空间 ; 
(2) 对 任何 zEX 一 AM, 有 M+ 十 Kz 一 多 ,这 里 
Krzr= (z€EX:z=ir,AEK) 
为 的 一 维 子 空间 ; 
(3) 1 是 和 上 某 个 非 零 线性 式 f 的 核 , 即 
M= {x EX: f/(r) = 0)}, 
亦 即 
M = f°'((0)). 
10. 设 XX 为 K 上 的 T; 型 拓扑 线性 空间 ,MM 为 X 的 线性 子 空 
间 . 试 证 下 述 三 论断 等 价 : 
(1) M 是 XX 上 的 闭 极 大 线性 子 空间 ; 
(2) M 是 XX 上 某 个 非 零 连续 线性 式 了 的 核 
(3) M 是 XX 的 闭 线性 子 空间 , 且 X/M 是 一 维 的 . 
11. 设 针 为 K 上 的 维 T 型 拓扑 线性 空间 ,{e1，,…,e,} 为 尺 
的 基底 . 又 设 上 映射 x : K"->X 为 线性 空 i 试 
证 : w 在 XX 的 拓扑 之 下 是 同 胚 映射 . 
12. 试 证 : K 上 的 T; 型 拓扑 线性 空间 的 Riesz 定理 ;X 为 局 
部 紧 的 , 当 且 仅 当 X 为 有 限 维 的 . 
13. 试 证 定理 1.6 的 (1) 一 (3)， 
14. 设 X 为 K 上 的 拓扑 线性 空间 ,4 是 X 的 凸 子 集 , 且 4A 关 
他. 试 证 : 车 a€ 4 ,DE 有 , 则 以 a,6 为 端点 的 线段 Sw, 其 上 除 6 
点 以 外 都 是 4 的 内 点 ;从 而 证 明 4 也 是 凸 集 ;进而 ,证 明 
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二 着 允 

15. 试 证 定理 1.7, 定 理 1. 11 与 定理 1. 12. 

16. 设 义 为 KK 上 的 线性 空间 ,p 与 9 为 X 上 的 半 范 数 , 且 对 x 
EX 有 plz) 志 q(x). 试 证 : pCCt. 

17. 设 X, 了 为 KK 上 的 T; 型 局 部 凸 空间 ， 若 XCY， 试 证 : 
区 

18. 设 (Xi)e 为 KK 上 的 局 部 凸 空间 簇 ,XX 为 K 上 的 线性 空 
间 . 车 /; : X, 一 XL E 7) 为 线性 映射 . 

(1) 设 t 为 的 拓扑 . 若 多 为 X 的 所 有 凸 .吸收 集 所 生成 的 
集 族 ,使 /-'(V) 为 X, 中 零 元 % 的 邻 域 ,这 里 4E TYE 多 . 试 证 : 
多 是 的 零 元 0EX 的 邻 域 滤 系 基 , 此 基 所 形成 的 X 上 的 拓扑 = 
是 r 的 协调 拓扑 . 

(2) rz! 是 使 每 个 六 连续 的 X 上 的 最 精 局 部 凸 拓 扑 . 

19. 设 久 与 Y 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,F 是 XX 与 Y 的 对 偶 
映射 , 若 YCY 是 了 的 线性 子 空 间 , 且 对 zEX, 关 系 式 PCzyy) 
一 0 对 每 个 vEY。 成 立 , 蕴 涵 x=0. 又 假设 Y, 关 了 , 则 

"2X YI RY), 
试 证 明之 . 

20. 设 叉 与 Y 为 K 上 的 拓扑 线性 空间 ,ux : XY 是 线性 映 
射 , 若 Y 为 有 限 维 的 , 试 证 为 连续 映射 . 

21. 设 叉 为 C 上 的 局 部 西 空间 ,ACX 为 XX 的 非 空 g 闭 凸 集 . 
若 人 &4. 试 证 ,存在 X 上 的 非 零 连续 线性 式 f 与 一 实数 6, Ref 
二 B 在 A 上 成 立 , 而 且 Ref(6) 二 PB. 

22. 对 于 DCR") 中 的 元 j,《z)，, 试 证 :相应 的 


f(r) = +{|, f(y)j (zt— ydy | 


的 支 集 有 关系 式 
supp(/f.) DK.= {rE R": d(xr,k) < €}， 
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其 中 天 一 supp(/)， 

23. 试 证 ; CY 2) 在 C"”(2) 中 稠密 ,mcE P. 

24. 试 证 : D' (2) 分 布 为 无 穷 次 可 导 的 ,和 且 结果 与 求 导 次 序 
无 关 ， 

25. 试 证 定理 3. 7. 

26. 试 证 : 阁 {Vijie1CCQ 为 8 中 的 一 族 开 子 集 . 又 设 fE 
D' (0) 在 每 个 V, 上 为 0. 试 证 ，/ 在 并 和 集 UV 上 为 0. 


27. 设 g(z) = eilrl/2( [z= 十 … 十 x?) 为 Causs 函数 . 试 
证 : 对 于 任意 se 盖 0, 有 
[g(ez)] (6) = e "gp' (elé), EE€ER". 
28. 试 证 : ICO%C> 59, 且 97 在 2% 中 稠密 . 
29. 试 证 定理 4. 14. 
30. 由 于 CR”)C5', 故 f/fE€ LI(R") 的 Fourier 变 式 定义 为 
(f*PD=(f,9'), ypES,. 
试 求 出 (/' ,多 的 具体 表示 式 . 
31. 若 /ECR”), 试 证 : /' 连 续 , 生 lim f° (7 =.0; 
32. 若 /,fA' EL'(R"), 试 证 ， 有 有 反 演 公式 
[Cz) = C2) |eo f* (bdé. 


33, 车/(z) 与 zx"f(z) (la| 声 mm) 都 属于 CR". 试 证 : DA 

存在 , 且 
(x f(r)’ 一 (一 D)" 
又 若 与 Df 局 于 CR") ,|a| 才 mx,; 试 证 : 
(DAA) = EE: 
34. 对 f ,gE , 试 证 : /xg€L', 且 
(fxg)" = f'g'. 

35. 由 于 [2(R")C5' , 故 I 函数 的 Fourier 变 式 也 是 一 个 

9° 分布 , 试 证 : 
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FE) = lim | eicrd f(r)dz; 
N00 |r{&N 


| 
且 F :LL->L? 是 一 个 等 距 : 上 f= 7* 此;. 
36. 若 /,gE1L2(CR"), 试 证 : Plancherel 公式 
(f,8) = (f*,g'). 


附 录 


本 附录 中 , 8$ 1 给 出 Banach 空间 中 的 几 个 重要 定理 ,它们 包 
括 Baire 类 型 定理 、. 开 映射 定理 .道上 映射 定理 、 闭 图 定理 ,共鸣 定 
理 .Hahn-Banach 扩张 定理 和 Riesz 定理 等 ,并 简单 地 阐述 Banach 
空间 的 几何 理论 .§ 2 是 点 集 拓扑 的 基本 知识 ,内 容 有 拓扑 空间 的 
拓扑 结构 .拓扑 空间 的 连续 映射 . 格 网 . 子 空间 、 积 空间 、 商 空间 的 
拓扑 结构 分 离 性 、 紧 性 、 局 部 紧 性 和 列 紧 性 等 ;三 个 重要 定理 ， 
Urysohn 引 理 ,Tietze 扩张 定理 ,THxouog 定理 ;可 分 性 与 连通 性 . 
Y 3 叙述 多 重 线性 映射 .连续 映射 空间 及 他 们 的 重要 性 质 ,Banach 
代数 ,Stone-Weierstrass 定理 ,Arzela-Ascoli 定理 与 应 用 . 


3 1 Banach 空间 中 的 几 个 重要 定理 


Banach 空间 是 一 个 具有 代数 结构 (线性 空间 结构 ) 与 拓扑 结 
构 ( 范 数 ) 的 完备 的 赋 范 线性 空间 . 在 泛 函 分 析 课 程 中 ,读者 已 经 训 
悉 这 种 空间 的 很 多 性 质 . 作为 本 教材 的 预备 知识 ,也 便于 读者 复习 
与 参考 ,我 们 在 此 附录 中 给 出 其 中 某 些 重要 定理 . 

定义 1.1 设 多 为 一 非 空 集 ,K 为 数 域 (C 或 R). 若 下 列 条 件 
满足 : 

(1) XX 关 于 “加 法 ”是 一 个 可 换 加 群 (Abel 群 ). 亦 即 ,对 任意 
一 对 元 z,yEX, 定 义 一 种 运算 , 称 为 加 法 , 记 为 x 十 y, 满 足 

(a) 运算 封闭 性 : z,yEX 蕴涵 x 十 yEX; 

(b) 结合 律 : (z 十 y) 十 z 一 z 十 (y 十 >); 

(c) 交换 律 : z 十 y 一 y 十 工 ; 
、 ”(d) 零 元 存在 性 ， 存在 一 个 元 EX, 称 为 零 元 ,使 对 每 个 x 
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EX, 有 >Z 十 0 一 Z; 

(e) 道 元 存在 性 : 对 每 个 zEX, 存在 一 个 元 一 zEX, 称 为 
逆 元 ,满足 ZX 十 (一 7)= 二 0. 

(2) X 中 的 元 与 K 中 的 元 之 间 存 在 运算 , 称 为 “ 数 乘 ”, 它 满 
足 加 乘 分 配 律 . 亦 即 ,对 任 一 对 元 zxEX 与 ae€KK, 定 义 一 种 运算 ， 
称 为 数 乘 ; 记 为 az 满足 

(a) 运算 封闭 性 ; TEX,aER 之 azrEAX; 

(b) 结合 律 : a(Bzx)=(aB)zx，17rx 二 x; 

(c) 加 乘 分 配 律 : 

(十 DB)z 一 oz 十 pz，caGz 十 2 一 oz 十 ay， 

则 称 久 为 了 上 的 线性 空间 ,简称 线性 空间 . 若 KK==R, 则 称 XX 为 实 
线性 空间 ,车 KK 二 C, 则 称 X 为 复线 性 空间 . 

定义 1.2 设 X 为 K 上 的 线性 空间 , 若 X 到 实数 集 R 上 的 映 
射 1|。1 :xz 一 外 外 满足 

(1) 非 负 性 : 上 zl 宕 0,; 且 x =0 例 工 一 0; 

(2) 绝对 齐 性 : az =|lal zl,， a€EK,xE€EX; 

(3) 三 角 不 等 式 : 

Iiz++yl 志 zl 二 + lyl,，x,y€X, 

则 称 六 为 赋 范 线性 空间 , ez 称 为 XX 的 元 xz 的 范 数 . 由 此 范 数 
可 确定 关上 的 拓扑 . 

赋 范 线性 空间 X 中 的 序列 {zx,)~, 称 为 Cauchy 序列 , 铬 msn 
一 co 时 ,下 式 成 立 : 

| zx, 一 zol 一 0. 

若 和 中 的 每 个 Cauchy 序列 都 收敛 于 X 中 的 一 个 相应 元 z， 

亦 即 
lim | zx, 一 并 | 一 0， 

则 称 X 为 完备 赋 范 线性 空间 或 Banach 空间 . 

同一 个 线性 空间 X 可 以 赋 子 不 同 的 范 数 ,因而 可 确定 关上 不 
同 的 拓扑 . 这 就 产生 两 个 拓扑 的 比较 问题 (拓扑 的 精 粗 比较 的 一 般 
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定义 见 $ 2 中 定义 2. 4)， 

定义 1.3 设 外 .外 与 外 。 烛 为 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 ， 
我 们 称 目 ， 用 比 目 。， 几 精 ( 也 就 是 ,由 外 :小 确定 的 和 上 的 拓扑 
比 由 |。 省 确定 的 拓扑 精 , 以 下 同 ) ,车 存在 常数 C 汪 >0, 使 

|z 有 和 Clzlh 

对 每 个 zxEX 成 立 . 此 时 也 称 外 ， 下 比 此 。， 省 粗 . 

又 我 们 称 站 .下 与 上 .用 彼 此 等 价 , 若 外 用 比 小 * |: 精 ,同时 
| 由 也 比 站 小 精 . 也 就 是 ,存在 常数 C>0 与 C:>0, 使 

C, zj 二 zl, | zh 

对 每 个 zxEX 成 立 . 


1.1 Baire 类 型 定理 


我 们 先 介绍 Baire 类 型 定理 ,然后 叙述 开 上 映射 定理 、 首 映射 定 
理 . 闭 图 定理 ,以 及 共鸣 定理 . 后面 所 说 的 几 个 定理 均 可 利用 Baire 
类 型 定理 进行 证 明 . 

定理 1. 1(Baire 定理 ) 设 X 为 Banach 空间 , 则 


(1) 车 {U,}, 为 X 中 开 的 稠密 子 集 列 , 则 门 乙 , 在 和 中 笛 
密 ; 
(2) XX 不 是 可 数 多 个 无 处 稠密 集 之 并 . 
证 (1) 我 们 只 和 需 证 明 , 对 于 XX 的 任 一 开 集 W 关 记 , 有 
wnN {NU) zg. 
由 于 UU 二 久 , 故 开 和 集 W 门 上 关 名 ,从 而 存在 以 ri(0 过 7 过 1) 为 
B(zisn) = (TEX: | | <r}, 
使 
B(x ,71) CW 们 U,. 
归纳 地 ， 若 nn 之 2 时 ,zx 与 miC0<m -<1/2 一 ) 都 已 选 定 , 则 
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了 ,一 X 表 明 

U, (| B(x ri 天 好， 
这 里 

古人 
CWNU fIDU,. 
于 是 存在 以 x; 为 半径 ,0<r, 达 1/2" ,以 xz,EWNUON… 人 UV 为 中 
心 的 开 球 B(x ,7,) ,满足 
Blzxaors) TCU, (NN BCz iT!). 

如 此 继续 下 去 ,得 到 六 中 的 序列 {zx,) 窟 1, 使 当 n,m 大 于 某 个 NN 二 
0 时 ,有 xz,zmEBCzwsrn). 教 {xz,)21 为 XX 中 的 Cauchy 序列 .于 是 
存在 zxEXX, 使 得 


limzx, = x. 
用 一 CO 


但 因 当 n>N 时 ， 
yA 和 已 (zy )， 
所 以 ,zEU,wn=1,2,…, 从 而 2 EW N |{ 门 因 j: 
(2) 设 {EE,} 吕 为 XX 中 任 一 无 处 稠密 集 列 ,由 定义 


CE, = X, 


故 { 儿 世 ,} 呈 ,为 X 中 的 开 稠密 子 集 列 . 据 (1)， {|gE, 天 名 ,于 是 


一 | 天 一 ] 


给 出 (2). 定理 得 证 . 

Baire 定理 对 完备 的 距离 空间 也 成 立 . 用 此 定理 可 以 把 空间 分 
作 两 类 . 若 完备 距离 空间 X 能 表示 为 可 列 多 个 无 处 稠密 子 集 的 并 
集 
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这 里 安居 ,一 X, 则 称 X 为 第 一 类 型 空间 . 非 第 一 类 型 空间 称 为 第 二 . 


类 型 空间 (有 时 也 分 别称 它们 为 第 一 纲 集 或 第 二 纲 集 ). 
由 Baire 定理 可 以 证 明 如 下 定理 . 
定理 1.2( 开 映射 定理 ) 设 X,7 为 Banach 空间 ,了 为 了 到 
Y 上 的 连续 线性 映射 , 即 7 为 连续 线性 满 射 ,f(X)==Y. 则 了 是 开 
映射 ,也 就 是 对 六 中 的 任何 开 集 UU, 其 像 集 /(U0) 是 Y 中 的 开 集 . 
由 开 上 映射 定理 可 以 证 得 : 
定理 1. 3( 道 映射 定理 ) 设 X,Y 为 Banach 空间 , 若 久 到 Y 
上 的 连续 线性 上 映射 了 为 一 一 映射 , 则 TT' :Y~>~X 也 是 连续 线性 
映射 . 
再 由 逆 映 射 定 理 可 以 证 明 闭 图 定理 ， 
定义 1.4 设 和 ,7 为 赋 范 线性 空间 ,了 : XY 为 线性 映射 ， 
积 空间 XXY 中 的 集 
T(1)= (ry) EXXY:y= Tz) 
称 为 映射 了 的 图 . 铬 矿 (T) 为 XXY 中 的 闭 集 , 则 称 了 为 闭 映 射 . 
定理 1. 4( 闭 图 定理 ) 设 和 ,7 为 Banach 空间 . 若 T: XY 
为 闭 映 射 , 则 了 为 连续 映射 . 
从 Barie 定理 可 以 直接 证 明 共 鸣 定 理 ( 或 称 一 致 有 界 原 理 ). 
定理 1. 5( 共 鸣 定 理 ) 设 X 为 Banach 空间 ,Y 为 赋 范 线性 空 
间 ， 
-oo 一 (人 :XXX 一 了 
为 和 到 Y 的 某 个 连续 线性 映射 集 . 知 
Sup Tz 二 + oo 
对 每 个 zEXX 成立, 则 
Sup, 1 开外 < 十 co. 
以 Baire 定理 为 基础 证 明 上 述 几 个 定理 的 工作 留 给 读者 . 
1.2 Hahn-Banach 定理 


定理 1.6(Hahn-Banach 扩张 定理 ) 设 X 为 赋 范 线性 空间 ， 
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MCX 为 和 的 线性 子 空 间 . 若 /: M- 尽 为 M 上 的 连续 线性 泛 
函 . 则 /可 以 保持 范 数 地 扩张 到 和 上 , 亦 即 存在 g : X 一 R 为 XX 上 
的 连续 线性 泛 函 ,使 sjw= 一 六 且 1 gil = 17 

在 这 里 不 去 证 明 此 定理 了 ,只 指出 它 的 证 明 要 用 到 Zorn 引 
理 ， 

若 X 仅 为 一 个 复 的 (或 实 的 ) 线 性 空间 , 则 有 如 下 形式 的 
Hahn-Banach 定理 . 

定理 1.7 设 X 为 复线 性 空间 , 为 X 满足 下 列 性 质 的 非 负 
沁 时 : 

(1) 次 可 加 性 : p(x 十 yp(z) 十 p(y)， 

(2) 绝对 齐 性 ; pz) 一 pz)，AEC. 
又 设 M 为 X 的 线性 子 空间 ,f : XC 为 X 到 C 的 线性 泛 函 . 若 

|f(7)| < p(x) 

对 zxEM 成 立 , 则 存在 和 上 的 连续 线性 泛 国 gg : XX 一 C, 满 足 g|m 
二 了 , 且 jg(x)| 二 p(x) 对 xEX 成 立 ， 

现在 回 到 赋 范 线性 空间 ,作为 定理 1. 6 的 重要 推论 ,我 们 有 

定理 1.8 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,M 为 X 的 线性 子 空间 ， 
zoEX. 我 们 有 :xzoE 形 , 当 且 仅 当 存在 X 上 的 连续 线性 泛 函 f ,使 
对 所 有 zEAM, 有 zx) 一 0, 且 A[(Czo) 尖 0. 

定理 1.9 设 XX 为 赋 范 线性 空间 , 且 xzo€EX,zxo 关 9, 则 存在 X 
上 的 连续 线性 泛 函 / ,使 

f(zxo)= | xoll, 

且 上 f=1. 

由 此 可 知 X 上 存在 足够 多 的 连续 泛 函 . 


1.3 及 iesz 定理 
Riesz 定理 给 出 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 刻画 . 
定义 1.5 设 X 为 赋 范 线性 空间 .X 中 的 元 列 eyez,… 称 为 
久 的 Schauder 基 ,简称 基 , 若 对 每 个 zxE 和 ,存在 唯一 的 数列 后 ， 
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| 曾 进 四 波 训 a 


上 (CiEGK) ,使 得 


lim Ww Dé 
我 们 称 集 {e,} 呈 1 的 势 为 X 的 维 数 . 若 维 数 二 锥 ,, 便 称 X 为 有 限 维 
空间 ， de tp s 间 . 
定义 1.6 设 久 为 线性 空间 ,XX,,…,X, 为 X 的 线性 子 空间 . 
若 每 个 z€EX 可 唯一 地 表示 为 X) 中 的 元 素 之 和 : 


工 一 > ， 力 ( 工 )， 
这 里 pj (Xx)EXj,j=1,"…* nsH p;: 光一 从 为 线性 映射 ， 则 称 X 
为 子 空间 XX ，…,X, 的 代数 直 和 ， 记 为 
X 一 X 十 … 十 X，. (1.1) 

又 若 义 为 赋 范 线性 空间 , 义 ,,… ,XX, 为 X 的 赋 范 线性 子 空间 ， 

且 (1.1) 式 成 立 , 如 果 
《Zi 一 >” 十 nue 十 工 ， 
为 XXX…XX, 到 和 的 同 胚 映射 , 则 称 X 为 X，…,X, 的 拓扑 直 
和 , 记 为 
X= XPBXP… DBX,. 

定义 1.7 设 久 为 实 线性 空间 ,f/f : X 一 R 为 X 上 的 线性 泛 

函 , 以 后 简称 它 为 线性 式 . 我 们 称 集合 
H=/7'(0)= {x EX: (x)= 0} 
为 线性 式 f 的 核 ， 对 于 XX 的 任 一 线性 子 空间 M , 若 对 任意 aEX， 
a 多 M, 有 
X=M +Ra, 

这 里 Ra== {taE€ XX: ER}, 则 称 M 为 X 的 超 平 面 . 

定理 1.10 设 X 为 实 线性 空间 ,H 为 线性 式 f:X 一 R 的 
核 . 则 石 是 X 的 超 平面 .反之 ,车 HH 是 X 的 超 平面 , 则 必 和 存在 X 
上 的 线性 式 /使 得 鼠 为 了 的 核 . 

定理 1.11 设 X 为 实 赋 范 线性 空间 ,已 为 X 的 超 平面 ,/ 是 
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由 定理 1. 10 中 所 述 的 九 对 应 的 线性 式 , 态 =f-1(0). 则 五 在 XX 
中 为 闭 的 , 当 且 仅 当 了 为 连续 的 ,因而 多 是 五 与 一 个 一 维 子 空间 
Ra 的 拓扑 直 和 . 

利用 定理 1. 10 与 定理 1.11, 可 以 证 明 下 面 定 理 . 

定理 1.12 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,Y 为 X 的 闭 子 空间 ,W 为 
X 的 有 限 维 子 空间 . 则 VBW 为 X 中 的 闭 子 空间 . 特别 地 ,X 的 任 
意 有 限 维 子 空间 都 是 闭 的 . 

定理 1.13 任 一 个 维 赋 范 线性 空间 与 维 欧 氏 空间 R" 同 
胚 . 

进而 ,可 以 证 明 

定理 1.14 设 X 为 赋 范 线性 空间 . 则 X 为 有 限 维 空间 , 当 且 
仅 当 XX 是 局 部 紧 空间 . 


1.4 赋 范 线性 空间 的 可 分 性 


为 讨论 赋 范 线性 空间 的 可 分 性 ,我 们 先 引 进 全 集 、 封 闭 集 与 完 
整 集 的 概念 . 

定义 1.8 赋 范 线性 空间 X 的 子 集 ( 或 子 序 列 )4 称 为 全 集 
(或 全 序列 ) ,车 4 的 元 的 有 限 线性 组 合 的 全 体 所 成 的 集合 形成 
的 稠密 子 空间 ; 

XX 的 子 集 4 称 为 封闭 的 , 若 每 个 xEX 可 用 4 中 有 限 多 个 元 
的 线性 组 合 以 任意 精度 来 通 近 ; 

X 的 子 集 4 称 为 完整 的 , 若 和 上 的 任 一 连续 线性 式 p 在 4 
上 为 0 列 涵 

2 三 0. 

我 们 有 

定理 1.15 若 赋 范 线性 空间 X 中 存在 一 个 全 序列 {a,)%,, 则 
和 是 可 分 的 , 即 存在 和 X 人 反之 ， 在 可 分 赋 范 
线性 空间 中 存在 全 序列 {a,}%，, 且 其 中 任意 有 限 个 元 是 线性 无 关 
的 . 

242 


$ 2 点 集 拓扑 的 基本 知识 


2.1 拓扑 结构 ,拓扑 空间 


在 基本 集 X 上 定义 拓扑 ,通常 有 两 种 方式 ,一 种 是 从 定义 开 
中 的 开 集 族 着 手 , 这 是 读者 在 点 集 拓 扑 学 中 已 经 熟知 的 ; 另 一 种 是 
萌 助 邻 域 滤 系 与 邻 域 滤 系 基 的 概念 确定 X 的 拓扑 . 这 两 种 方法 是 
彼此 等 价 的 ,而 且 各 有 其 优越 性 ,所 以 ,以 后 可 以 根据 需要 采用 两 
种 定义 之 一 . 
定义 2.1 基本 集 X 上 的 子 集 族 多 称 为 和 上 的 滤 系 , 若 
(1) GS ¢F,; | 
(2) FE 多, 则 任何 包含 的 X 的 子 集 G 也 属于 多 ，; 
(3) Fi,FsEFR, 则 FN FE.F. 
X 的 子 集 族 多 称 为 六 上 的 滤 系 基 , 若 多 满足 上 述 (1) 与 
， (2') Bi,B:€E 多 , 则 存在 BE 多 ,使 BCB 门 B，. 
不 难 证 明 ,X 上 的 任 一 滤 系 基 可 产生 一 个 滤 系 . 
定义 2.2 对 非 空 集 X 中 的 每 一 点 zx, 车 存在 XX 的 一 个 子 集 
族 , 记 为 2 (x), 满足 : | 
(1) vc(z) 是 X 上 的 滤 系 ; 
(2) 若 UEU(z), 则 zxEU; 
则 称 2 (x) 是 含 zx 的 滤 系 . 
如 果 含 z 的 滤 系 人 U(x) 所 生成 的 族 { 人 (x) : xEX}) 满 足 : 
(3) 车 UEQU(z), 则 存在 WE 人 (zx), 使 WCU, 且 对 所 有 > 
EW ,都 成 立 UE 人 2U(y). 
则 称 {2B (zx) : zEX} 为 XX 的 邻 域 滤 系 族 ; 称 U(xz) 为 xz 的 邻 域 滤 
系 ;而 每 个 UE 人 A(z) 称 为 z 的 邻 域 。 
类 似 地 ,XX 的 子 集 族 多 (zx) ,xEXX, 如 果 满 足 : 
(1) 多 (xz) 是 XX 上 的 滤 系 基 ; 
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(2) 若 VE 名 (xz), 则 XEV; 
则 称 多 (xz) 是 含 z 的 滤 系 基 ; 并 且 如 果 含 xz 的 滤 系 基 族 { 儿 (x): 
ZEX) 满 足 

(3) 车 VE 多 (x), 则 存在 WE 虽 (x), 使 WCV, 且 对 每 个 y 
EW ,存在 VIE€EB(y) 且 VCV. 
则 称 { 多 (xz) : zxEX}) 为 X 的 邻 域 滤 系 基 族 ; 称 胞 (z) 为 zx 的 邻 域 
滤 系 基 . 

当 X 中 的 上 述 邻 域 滤 系 族 或 邻 域 系 基 族 给 定 后 ,就 称 匀 为 一 
个 拓扑 空间 , 记 为 (X,{2U(z))). 也 常 称 邻 域 滤 系 族 { 人 U(x) : zE 
义 ) 为 的 拓扑 结构 . 

在 拓扑 空间 (XX, {2 (zx)})) 中 定义 开 集 如 下 . 

定义 2.3 设 (X,( 人 (7z)})) 为 拓扑 空间 ,X 的 子 集 Q 称 为 开 
集 , 车 Q@= 名 ,或 者 Q 关 名 , 且 对 任何 xEQ, 存 在 zz 的 一 个 邻 域 U 
EU(z), 满 足 UCEQ. 

不 难 证 明 ,任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 ;有 限 多 个 开 集 之 交 也 是 
开 集 . 

同一 基本 集 上 可 以 赋予 不 同 的 拓扑 结构 ,因此 拓扑 结构 常 需 
互相 比较 . 

定义 2.4 基本 和 集 X 的 任意 两 个 子 集 族 . 多 与 多 若 满 足下 述 
条 件 ， 对 每 个 集 4€. 久 ,都 存在 子 集 BC4, 使 BE 多 , 则 称 多 比 
多 粗 , 或 多 比 多 精 . 

对 于 基本 集 X 上 的 两 个 拓扑 结构 

(X,(BiCz))) 与 (X, {Q(zx))), 

作为 XX 的 子 集 族 Bii(z) 与 U(x), 若 对 每 个 z€EX, 都 有 人 21(zx) 
比 U(xz) 粗 , 则 称 拓扑 结构 (21Cx): x EX} 牙 拓扑 结构 {Q(x): 
ZX EX} 粗 ;或 {U(x) : XxEX} 比 {U(xz) : xEXX} 精 . 两 个 拓扑 结 
构 彼此 等 价 的 定义 可 由 精 、 粗 概念 给 出 , 我 们 从 略 . 

在 拓扑 空间 (XX, {2 (x))) 中 ,可 以 定义 内 点 与 内 部 、 触 点 与 
聚 点 、 闭 包 与 闭 集 等 等 . 还 可 证 明 , 从 开 集 出 发 定义 拓扑 空间 (X， 
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r), 这 里 + 是 X 中 的 开 集 族 ,与 从 邻 域 滤 系 出 发 定义 的 拓扑 空间 
是 彼此 等 价 的 ( 留 作 练习 ). 


2. 2 连续 映射 , 格 网 


定义 2.5 设 (X,{2(z))) 与 (Y,{2%(y))) 为 两 个 拓扑 空间 ， 
7 :X-Y 是 X 到 Y 的 映射 .我 们 称 映 射 了 在 一 点 zxEX 连续, 若 
对 y= 二 /(x) 的 每 个 邻 域 VEY(y) ,都 存在 z 的 邻 域 UE 人 (x)， 
使 得 /(U)CV ,或 等 价 地 ,UCJf-'(V). 
若 / 在 X 的 每 一 点 都 连续 ,就 称 了 在 X 中 连续 .又 若是 于 
到 了 Y 上 的 一 一 映射 , 且 / 与 广 :都 连续 ,就 称 上 是 和 到 yY 上 的 同 
有 映 射 . 若 两 个 拓扑 空间 怀 与 了 之 间 存 在 同 胚 映 射 , 则 称 忆 与 了 
同 胚 . 
我 们 有 连续 映射 的 等 价 性 定理 . 
定理 2.1 设 (X,{ 人 QU(z))) 与 (Y,{Y(y))) 为 两 个 拓扑 空间 ， 
f :XY 为 到 YY 的 映射 , 则 下 述 各 论断 彼此 等 价 : 
(1) /是 XX 中 的 连续 映射 ， 
(2) 对 于 x EX, 映 射 y=f 了 (x) 在 Y 中 的 任 一 个 邻 域 VE 
2 (y), 其 原 像 集 fr'(V)E C(x); 
(3) Y 中 任 一 开 集 的 原 像 集 是 XX 中 的 开 集 ; 
(4) 工 中 任 一 闭 集 的 原 像 集 是 和 中 的 闭 集 ; 
(5) 若 BC7, 则 . 广 :(B)C 广 !( 互 ) ; 
(6) 车 ACX, 则 f(A)CfCA). 
格 网 的 概念 是 序列 概念 的 一 种 推广 . 
定义 2.6 设 非 空 集 4 关于 序 关系 “ 宇 ” 成 为 一 个 半 序 集 . 若 
对 和 4 中 的 任意 一 对 元 a,B8E A, 存 在 元 YE A, 使 7>a,7>>B, 则 称 A 
为 有 向 集 . 
定义 2.7 设 4 为 有 向 集 ,X 为 拓扑 空间 ,对 映射 p: A 一 XX， 
称 X 中 的 以 有 向 集 4 为 指标 集 的 点 集 {p(6) : 6E A} 为 A 上 的 一 
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个 格 网 . 
定义 2.8 称 拓 扑 空间 X 中 的 格 网 {gC6) : 6€E 4A) 收敛 于 元 z 
EX 多 , 是 指 对 工 的 任意 邻 域 U,E 人 U(x), 存 在 6,€4, 使 得 当 6E€A 
目 g>8 时 ,有 pw(6)EU -并 称 元 z 为 格 网 {gC(6) : 6€ A} 的 极限 . 
作为 子 序列 概念 的 推广 ,我 们 定义 子 格 网 如 下 : 
定义 2.9 设 {g(6) :SEA4) 为 拓扑 空间 X 中 的 格 网 . 我 们 称 
和 中 的 另 一 个 格 网 {Jy(7Y) : YETT) 为 {pg(6) : 9E4A} 的 子 格 网 ,者 存 
在 卫 到 4 的 映射 S :一 A, 满 足 : 
(1) 对 每 个 YE 了 ,有 4%) 一 SCD)), 亦 即 存在 6E4, 使 得 9 
一 SG) ,并且 yO7)= 二 JL6) 成 立 。 
(2) 对 每 个 6,.E 4, 存 在 7Y,ET, 使 当 7Y 之 7Y。( 按 械 中 的 序 关 
系 ) 时 ,有 SC)>8o( 按 4 中 的 序 关 系 )， 
注意 在 这 个 定义 中 , 卫 不 必 是 4 的 子 集 . 


2.3 子 空间 , 积 空间 , 商 空间 


现在 讨论 与 拓扑 空间 (X, {2 (x)}) 的 拓扑 结构 有 密切 联系 
的 三 种 空间 : 子 空间 、 积 空间 与 商 空间 . 
2.3.1 子 空间 

定义 2.10 设 X 为 拓扑 空间 , (Bix(z) : zxEX) 为 X 的 邻 域 
滤 系 族 ,X。 为 X 的 一 个 非 空子 集 . 记 

ax 一 人 所 和 7 一品 站 XUE U(x)). 

易 知 ,对 每 个 zxEXo, Bix (x) 是 zz 在 Xo 中 的 邻 域 滤 系 .Xo 在 这 样 
的 拓扑 结构 下 成 为 一 个 拓扑 空间 (Xo, (2x,《(z))), 称 之 为 (X， 
{2Zx(x)})) 的 子 拓扑 空间 ， 简称 为 子 空间 ; ;并 且 称 X。 中 的 拓扑 结 
构 (Bx (z) : zEXo} 为 {BxCz) :xEX} 的 相对 拓扑 . 

定理 2.2 设 (X。, {Bx,(zx))) 为 拓扑 空间 (X, (2x(z)}) 的 
子 空间 . 则 - 

(1) 二 X。 的 子 集 Qo,Q 是 X。 中 的 开 集 ， 当 且 仅 当 
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Qo = Q | Xo, 


这 里 @ 是 式 中 前 开 集 ， 
(2) 对 于 X, 的 子 集 FF。 是 X。 中 的 闭 集 , 当 且 仅 当 
Fo 一 下 站 Xo, 
这 里 户 是 久 中 的 闭 集 . 


(3) X。 的 子 集 非 。 关 于 Xe。 的 闭 包 ( 右 ,)x, 有 下 式 成 立 
CHo)x, H, NN Xo, 

这 里 石 ,是 H。 在 XX 中 的 闭 包 . 
2.3.2 积 空间 

定义 2.11 设 

{Xi, {x (xT)}) :LET} 

为 一 族 拓扑 空间 ,定义 它们 的 积 集 为 集合 

[T[X= {xz:z= (x), x €E Xl ET). 


ZE 


当 了 为 有 限 集 时 ,例如 T= {1,2,…,m}, 积 集 |[ X, 记 为 XX… 
(GE 了 


文学 
设 {1,…,l,}CCT 为 1 的 任 一 有 限 集 , 记 多 iix 为 


(vc TIX:V=U, x xU, x IIX, 


tél pe 
U, € Bx, (x1,) ,k= 1,… 
其 中 Bx (zi) 是 zx。 在 X。 中 的 邻 域 滤 系 基 . 易 见 多 x 是 
r= (zx) E LX 
的 邻 域 滤 系 基 . |[ X, 在 这 样 的 拓扑 结构 下 成 为 一 个 拓扑 空间 , 称 
为 拓扑 空间 族 四 


| 
| 


{((X (Cx (TX1)}) :7 E 7 


的 积 拓 扑 空间 ,简称 积 空间 . 
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定理 2.3 在 积 空间 X = lL x 中 , 形 如 
A= 4 4CXLET 


的 积 集 4 的 闭 包 是 诸 4 在 Xi 中 的 闭 包 之 积 集 , 亦 即 
4= [Ia 


{ CE 了 


从 而 积 集 也 4 在 积 空间 lx 中 是 闭 集 , 当 且 仅 当 每 个 集 he 
7, 在 X 中 是 闭 集 . 
2.3.3 商 空间 

定义 2.12 设 X 为 拓扑 空间 .对 X 中 任意 元 x 与 y, 称 xz 与 
y 按 关系 ~ 彼此 等 价 , 记 为 zx 一 y, 知 满足 : 

(1) 自 返 性 : x~x; 

(2) 对 称 性 : z 一 y 当 且 仅 当 > 一 zi 

(3) 传递 性 : z~yyy 一 z， 则 z 一 >. 

把 和 中 的 元 按 等 价 关系 ~ 分 为 等 价 类 ,并 记 与 每 个 a€EX 等 
价 的 元 的 全 体 为 

X, = {rEX:r~a), 

称 为 a 的 等 价 类 . A 久 二 {X。: aEX), 并 称 其 为 
X 关于 等 价 关 系 ~ 的 商 集 . 令 x : a 一 蕊 为 和 到 和 的 映射 , 称 为 


商 映射 . 
设 { 名 x (zx) : zEX} 为 拓扑 空间 X 的 一 个 邻 域 滤 系 基 族 . 对 
每 个 xzEX, 令 
Br(A(7)) = (VCR: r(r) EV, 有 存在 W € Bx(z), 


使 W CA!'iV)}. 
易 见 ,x(xr(zx)),XE 有 XK, 是 x(x) 在 广 中 的 邻 域 滤 系 基 ,从 而 使 
(KR, {Br rx)))) 
成 为 一 个 拓扑 空间 , 称 为 X 关于 等 价 关系 ~ 的 商 拓 扑 空 间 , 简 称 
商 空间 . 
定理 2.4 设 冬 为 和 关于 一 的 商 空间 ,Y 为 一 拓扑 空间 . 则 
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映射 /: 贸 一 Y 连续 , 当 且 仅 当 f。x 为 叉 到 YY 的 连续 映射 ,这 里 
7 是 XX 到 义 的 商 映射 

作为 特例 ,由 此 定理 可 推 知 : 商 拓扑 是 使 商 映射 为 连续 的 最 精 
拓扑 . 

相对 拓扑 . 积 拓扑 和 商 拓 扑 都 还 有 很 多 重要 性 质 , 读 者 可 参看 
本 书 各 个 章节 中 关于 它们 的 应 用 . 


2.4 分 离 性 


拓扑 空间 的 分 离 性 在 研究 极限 .连续 性 、 紧 性 等 问题 时 起 着 重 
要 作用 , 它 也 是 将 拓扑 空间 进行 分 类 的 一 种 原则 . 

定义 2.13 设 (X,{2x(x))) 为 拓扑 空间 ,对 于 任意 两 点 z， 
yEX,z 天 >y, 我 们 定义 

(1) 工 与 y 是 弱 可 分 的 , 若 至 少 对 一 个 点 ,例如 z, 存 在 Ue 
Cix(z), 使 y&U. 

(2) Zz 与 y 是 可 分 的 ,车 存在 UE2x(x),VEAUx(y), 使 

XEV, y EU. 
(3) 与 y 是 隔离 的 ,车 存在 UE 人 BZx(z),VEUx(y), 使 
UNV= Sg. 

同样 可 定义 两 个 互 斥 集 ( 即 两 两 互 不 相交 ) 的 弱 可 分 ,可 分 与 
隔离 性 . 

定义 2. 14( 分 离 性 公理 ) 设 义 为 拓扑 空间 ， 

(1) T 公理 : 者 义 中 任意 两 点 xz,y 都 是 弱 可 分 的 , 则 称 和 
满足 Te 公理 ,并 称 X 为 T 型 拓扑 空间 . 

(2) Si 公理 : 若 X 中 任意 两 个 弱 可 分 的 点 都 是 可 分 的 , 则 称 
XX 满足 S) 公理 ,并 称 X 为 Si 型 拓扑 空间 . 

《2 ) Ti 公理 : 若 X 中 任意 两 点 <,y 都 是 可 分 的 , 则 称 叉 满 
足 工 公理 ,并 称 奈 为 T 型 拓扑 空间 . 

(3) Sz 公理 : 奉 X 中 任意 两 个 弱 可 分 的 点 都 是 隔离 的 , 则 称 
X 满足 5S; 公理 ,并 称 X 为 S; 型 拓扑 空间 . 
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(3') T; 公理 : 若 X 中 任意 两 点 z,y 都 是 隔离 的 , 则 称 关 满 
足 Ts 公理 ,并 称 X 为 Ts 型 拓扑 空间 ,或 称 为 Hausdorff 空间 . 

(4) Ss 公理 车 叉 中 任 一 点 xEX 与 不 含 xz 的 非 空 闻 集 下 
都 是 隔离 的 , 亦 即 存在 zx 的 邻 域 UE 人 xlz) 及 F 的 邻 域 V( 就 是 
包含 下 的 开 集 ), 使 UNV= 多 , 则 称 X 满 足 S; 公理 ,或 正则 性 公 
理 , 并 称 久 为 S; 型 拓扑 空间 ,或 称 为 正则 空间 ， 

(4) T, 公理 : 若 XX 是 满足 S; 公理 的 Te 型 拓扑 空间 , 则 称 
和 满足 T; 公理 ,并 称 X 为 Ts 型 拓扑 空间 . 

(5) 正规 公理 : 若 X 中 任意 两 个 互 斥 闭 集 都 是 隔离 的 , 亦 
即 , 若 FF,F, 为 X 中 的 两 个 闭 集 , 且 

FE NN F, 一 邓 ， 
则 存在 两 个 开 集 U1,U0;, 使 
od OA ast dE 

且 U,NUs= 多 ,我 们 便 称 立 满足 正规 公理 ,并 称 X 为 正规 空间 . 

(5') S, 公理 : 若 X 是 满足 S 公理 的 正规 空间 , 则 称 X 满足 
S, 公理 ,并 称 义 为 S 型 拓扑 空间 . 

(5") T, 公理 ,若是 满足 S, 公理 的 Te 型 空间 , 则 称 X 满 
足 T, 公理 ,并 称 XX 为 T 型 拓扑 空间 . 

还 可 定义 完 正规 公理 , Ss 公理 与 Ts 公理 . 此 处 从 略 ; 

我 们 用 下 面 的 图 表 给 出 部 分 类 型 空间 的 关系 : 


To < 一 -一 工 , Me 工 ， T, TT 工 ， 


Si 二 T。 Ss+T。 Sit+T。 Se+To 
正则 “正规 十 S， 


每 种 类 型 的 空间 都 有 一 些 重要 性 质 , 我 们 列举 一 部 分 常用 的 . 
定理 2.5 拓扑 空间 是 T, 型 的 , 当 且 仅 当 其 单 点 集 为 闭 集 . 
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定理 2.6 拓扑 空间 关 是 TT; 型 的 , 当 且 仅 当 XX 中 的 每 个 收 
合格 网 的 极限 是 唯一 的 . 


定理 2.7 拓扑 空间 是 正则 的 , 当 且 仅 当 对 任意 一 点 zxEX 
与 它 的 任 一 个 邻 域 UE 人 Ux (zx), 存 在 开 集 QCX, 满 足 
rEQCQCU. | 
定理 2.8 拓扑 空间 是 正规 的 , 当 且 仪 当 对 XX 中 任意 闭 集 下 
EE 存在 开 集 QCX, 满 足 
FCQCQCG. 
正规 空间 中 有 三 个 非常 有 用 的 定理 ,它们 是 Urysohn 引 理 、 
Tietze 扩张 定理 与 Dieudonné 单位 分 解 定理 
定理 2.9(Urysohn 5 理 ) ”拓扑 空间 XX 为 正规 空间 , 当 且 仅 
当 对 于 X 中 的 任意 两 个 互 斥 闭 集 4 与 号 ,存在 X 上 的 实 值 连续 
函数 了 ,满足 
f(x)|.ea =0, f(z)|,es = 1, 
且 对 每 个 z€E 4, 有 0 和 f(z) 志 1. 
定理 2. 10(Tietze 扩张 定理 ) 拓扑 空间 XX 为 正规 空间 , 当 且 
仪 当 对 中 的 任意 闭 集 Ff 与 定义 在 上 的 任 一 连续 实 隙 数 f, 存 
在 了 在 X 上 的 连续 扩张 , 亦 即 存在 定义 在 X 上 的 连续 函数 ,使 
得 pi: 二 了 . 
定理 2. 11(Dieudonné 单位 分 解 定理 ) 设 六 为 正规 空间 , 玉 
为 匀 中 的 闭 集 ,U1,…,U, 为 天 中 的 开 集 ,使 


则 存在 X 上 的 连续 函数 hh ，…: ;有 ,满足 
(1) [h(xz)|1, x EX,I = 1, n 
(2) Phj(z)=1, rEF, 
(3) hlgvu = 0, j= 1,°,n 
证 ”我们 分 三 步 证 明 . 
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第 一 步 , 设 下 二 XX, 则 定理 条 件 成 为 


又 = Uv 
我 们 证 明 ,存在 72 个 闭 集 Aj;,j 二 1,…,n, 满 足 
AcU, 有 X=UA4. 
这 可 由 归纳 法 完成 : 
n 二 1 时 , 取 4,=X, 则 41 二 U1 二 六 , 故 结论 成 立 . 
1 一 2 时 , 因 Ui UU,= 二 六 , 故 GU, NN CU,= 他， 于 是 对 于 两 个 
不 相交 的 闭 和 集 BU 与 多 U,, 由 XX 的 正规 性 ,存在 开 集 Vi,V;, 使 
得 
CUICV, UsCV,, 有 £ VNV,=Y. 
令 Al=BV , 4; 二 宅 V;, 则 Ai,4, 为 闭 集 ,满足 
4 CU,, 4: CU:， 4 U 4: = X. 
故 结论 成 立 ， 
一 般 地 , 若 ”一 1 时 结论 成 立 . 令 
X=| UU) uv. 


由 一 2 时 的 结论 椎 得 ,存在 闭 集 4 CU, 与 闭 集 4, CD. 使 
AUA,=X. 
对 于 


行 证 明 ). 于 是 由 归纳 假设 ,4 中 存在 ”一 1 个 闭 集 4A1,…, A,-1, 满 
足 


A;CV, 7 一 1 7 一 1， 且 ( 4;= 4. 


同时 ;Aj( 二 1,…,n 一 1) 也 是 X 中 的 闭 集 ,满足 
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A; CU,, 7 一 1 ,nn 


从 而 XX 一 UAa4a 为 xX 中 的 闭 集 , 且 A;CU.,. 
第 二 步 , 继 第 一 步 , 由 于 


pele A;CU,, j= 1 ,nn, 
j=1 


J=] 


现在 对 每 一 对 4, 与 BU;, 利用 Urysohn 引 理 ,存在 X 上 的 连续 
函数 ,使 
0 Se fila, = 1, fileu, = 0. 


今 
hj(x) = 有 EX 
Dfilz) 
k=1 
因 X = 4,, 每 个 x € X 必 至 少 落 在 一 个 4A; 之 中 ,从 而 
> ic) 


再 由 0 声 a 知 0 妇 A Ca 故 (1) 成 立 . (2) 与 (3) 显 然 成 立 . 
第 三 步 ,者 FCX 为 和 的 闭 子 集 , 令 U6 二 名 F, 则 得 


XxX 一 Uv 
据 第 二 步 结 果 , 存 在 X 上 的 7 十 1 个 连续 函数 hj;,j 二 0,1,…,n, 满 
足 民 )~~(3). 但 当 xEF 时 ,ho(x)==0, 于 是 


Dhj(z) = Dhjlz), 
j=0 j=1 
这 样 ,hi ，… ,有 满足 (1) 一 (3). 定理 得 证 . 
2.5 紧 性 


我 们 介绍 紧 性 、 局 部 紧 性 、 列 紧 性 与 仿 紧 性 . 
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2.5.1 紧 性 

定义 2.15 拓扑 空间 XX 称 为 紧 空 间 , 若 对 XX 的 任 一 个 开 覆 
盖 {G,})e 总 存在 有 限 子 覆盖 {G, ,，…，,G,).X 的 子 集 4 称 为 紧 集 ， 
若 4 作为 XX 的 子 空间 是 一 个 紧 空间 . 

关于 紧 性 ,有 如 下 有 用 的 结果 . 

定理 2.12 在 拓扑 空间 X 中 ,下 列 论断 彼此 等 价 

(1) 和 是 紧 空 间 ; 

(2) X 中 的 闭 集 族 多 若 具有 有 限 交 性 质 , 亦 即 阁 闭 集 族 

= {FCX:F=F,/€1) 

中 任意 有 限 多 个 闭 集 之 交 非 空 , 则 .多 中 全 部 闭 集 之 交 非 空 ; 

(3) X 中 的 每 个 格 网 都 有 收敛 的 子 格 网 . 

定理 2.13 在 紧 拓 扑 空间 中 , 闭 集 为 紧 集 ;而 在 T: 型 拓扑 空 
间 中 , 紧 集 为 闭 集 . 

定理 2.14 紧 T, 型 拓扑 空间 是 T 型 的 . 

定理 2.15 设 义 为 紧 拓 扑 空 间 ,f : X 一 Y 为 XX 到 拓扑 空间 
Y 的 连续 映射 , 则 A(X) 为 Y 中 的 紧 集 . 又 若 ACX 为 紧 集 , 则 集 
合 7(4) 也 是 了 中 紧 集 ， 

定理 2. 16(Twuxonos 定理 ) 设 (X :ET7) 为 一 族 拓扑 空间 . 
积 空间 lx, 是 紧 空间 , 当 且 仅 当 每 个 因子 空间 X, 是 紧 空间 . 


2.5.2 局 部 紧 性 

定义 2.16 拓扑 空间 X 称 为 局 部 紧 空间 , 若 匀 的 每 一 点 x 
都 存在 紧 闭 包 邻 域 ( 即 此 邻 域 的 团 包 是 紧 集 ). 

拓扑 空间 X 中 的 子 集 4 若 具 有 紧 闭 包 , 亦 即 4 在 和 中 为 紧 
集 , 则 称 4 为 相对 紧 集 .因此 ,局 部 紧 空 间 就 是 每 一 点 都 有 相对 紧 
邻 域 的 拓扑 空间 . 

在 Hausdorff 空间 中 ， 紧 闭 包 邻 域 可 改 为 紧邻 域 亦 即 , 工 型 
拓扑 空间 称 为 局 部 紧 的 , 若 X 的 每 一 点 都 存在 紧邻 域 . 

定理 2.17 设 铸 为 T, 型 局 部 紧 空 间 .UCX 为 开 集 , 且 x€ 
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i bi ,hb 


U, 则 存在 xz 的 紧邻 域 V, 使 得 
TEVCU,. 

定理 2.18 设 久 为 T, 型 局 部 紧 空 间 ,KCUCX, 这 里 玉 为 

至 集 ， U 为 开 集 . 则 存在 一 个 相对 紧 开 集 V ,使 
| KCVCVCU. 

定理 2. 19( 局 部 紧 空间 上 的 Urysohn 引 理 ) 设 基 为 T, 型 局 
部 紧 空间 ,KCUCX， 这 里 为 紧 集 ,7 为 开 集 , 则 存在 X 上 的 连 
续 函 数 六 ,使 得 

flx=1, flewv=0, 0&<f<&1, 

其 中 V 是 U 的 某 个 紧 子 集 . 

定理 2. 20( 局 部 紧 空间 上 的 Tietze 扩张 定理 ) 设 XX 为 T, 型 
局 部 紧 空间 ,KCX 为 紧 集 . 若 为 KK 上 的 连续 实 函 数 , 则 存在 
上 的 连续 函数 g, 使 gx==/. 

定理 2. 21( 单 点 紧 化 定理 ) 拓扑 空间 久 有 单 点 紧 化 空间 久 ， 
当 且 仅 当 所 是 T: 型 局 部 紧 空间 . 这 里 的 久 是 满足 

R=XU{a}, a FX 

的 T; 型 紧 拓 扑 空间 , 称 为 和 的 单 点 紧 化 空间 . 

定理 2. 22(Tuxozos 定理 ) 积 空间 LIX 是 局 部 紧 空间 , 当 生 
仅 当 诸 因 子 空 = 间 中 , 除 有 限 个 是 局 部 紧 的 外 ， 其 余 空间 都 是 紧 的 . 
2.5.3 列 紧 性 

由 Bolzano-Weierstrass 定理 启发 而 得 到 的 列 紧 性 的 概念 可 
简要 叙述 如 下 . 

定义 2.17 拓扑 空间 X 称 为 列 紧 空 间 , 若 和 的 每 个 点 列 

“jenw 都 有 收敛 的 子 序 列 . 和 的 子 集 4 称 为 列 紧 集 , 若 4 作为 
Xx 。 js 间 是 一 个 列 紧 空间 . 

定理 2.23 设 X 为 列 紧 空 间 , 则 

(1) XX 中 任 一 渐 缩 非 空 闭 集 列 了 F, 汪 … 有 非 空 交 ， 

(2) X 的 任 一 可 数 开 有 覆盖 有 有 限 子 覆盖 (覆盖 式 列 紧 性 ); 

255 


(3) 和 的 任 一 无 穷 子 集 至 少 有 一 个 聚 点 ( 子 集 式 列 紧 性 )， 

定理 2.24 在 列 紧 空 间 中 , 闭 集 为 列 紧 集 . 

定理 2.25 设 X 为 列 紧 空间 ,f : XY 为 XX 到 拓扑 空间 Y 
的 连续 映射 , 则 f( 叉 ) 为 Y 中 的 列 紧 集 . 又 车 ACX 为 列 紧 集 , 则 
f(4) 也 是 Y 中 的 列 紧 集 ， 

第 一 和 第 二 可 数 公 理 如 下 . 

定义 2.18 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,这 里 * 为 X 中 的 开 集 族 . 
我 们 称 XX 中 的 开 集 族 氏 为 和 的 开 基 , 若 多 Cr, 且 中 每 个 开 集 
都 可 表 为 多 中 某 些 开 集 的 并 . 

称 拓扑 空间 X 满足 第 二 可 数 公理 , 若 X 具有 可 数 开 基 

B= (0 …)， 

称 拓扑 空间 X 满足 第 一 可 数 公 理 , 若 每 个 zEX 都 有 一 个 可 
数 的 邻 域 基 . (一 点 xz 的 邻 域 基 多 (xz) 是 xz 的 一 个 邻 域 集 族 , 它 满 
足 : 对 包含 x 的 任 一 开 集 G, 存 在 UE 绍 (x), 使 得 YEUCG.) 

定理 2.26 紧 性 与 列 紧 性 有 如 下 关系 : 

(1) 在 一 般 拓 扑 空间 中 ， 

紧 性 二 > 覆盖 式 列 紧 性 => 子 集 式 列 紧 性 . 
列 紧 性 二 > 覆盖 式 列 紧 性 二 > 子 集 式 列 紧 性 . 

(2) 在 满足 第 二 可 数 公理 的 拓扑 空间 中 ， 

紧 性 列 紧 性 乌 覆盖 式 列 紧 性 => 子 集 式 列 紧 性 . 

(3) 在 满足 第 一 可 数 公理 的 拓扑 空间 中 ， 

列 紧 性 局 覆盖 式 列 紧 性 全 子 集 式 列 紧 性 . 
(4) 在 T 型 拓扑 空间 中 ， 
覆盖 式 列 紧 性 驴子 集 式 列 紧 性 . 
(5) 在 满足 第 一 可 数 公 理 的 TT, 型 拓扑 空间 中 ， 
列 紧 性 忆 覆盖 式 列 紧 性 己 子 集 式 列 紧 性 . 


2.5.4 仿 紧 性 
定义 2.19 拓扑 空间 X 的 子 集 族 多 称 为 局 部 有 限 的 , 若 空 
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间 中 的 每 一 点 x 都 存在 一 个 邻 域 U, 使 U 只 与 多 中 有 限 多 个 集 
合 相 交 . 

设 Wi 与 W; 为 拓扑 空间 XX 的 两 个 覆盖 ,我 们 称 W 为 W; 的 
加 细 , 阁 对 每 个 VEW,, 存 在 UEW,, 使 得 VCU. 

称 拓扑 空间 X 为 仿 紧 空间 , 知 它 的 每 个 开 著 盖 总 存在 局 部 有 
限 的 加 细 开 子 覆 盖 . 

仿 紧 集 的 定义 方法 与 紧 集 相同 . 

由 于 有 限 改 盖 必 为 局 部 有 限 的 ,因此 紧 空间 必 为 仿 紧 空间 . 

定理 2.27 在 仿 紧 拓扑 空间 中 , 闭 集 为 仿 紧 和 集 . 

定理 2.28 仿 紧 T: 型 拓扑 空间 是 正规 空间 . 

定理 2.29 由 可 数 个 紧 集 之 并 所 构成 的 T; 型 局 部 紧 拓扑 空 
间 是 仿 紧 空间 . 从 而 维 欧 氏 空 间 (n 之 1) 为 仿 紧 空间 . 

定理 2.30 ”距离 空间 是 仿 紧 空间 . 


2.6 可 分 性 与 连通 性 


2.6.1 可 分 性 

设 ACX 为 拓扑 空间 X 的 子 集 , 称 4 在 X 中 笛 密 ,者 

A=X. 

称 4 为 无 处 稠密 的 (或 朴 的 ), 若 多 和 是 和 中 的 稠密 集 . 

定义 2.20 我 们 称 拓 扑 空间 XX 为 可 分 空间 ,者 X 含有 一 个 
可 数 的 稠密 集 . 

定理 2.31 满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 是 可 分 的 . 
2.6.2 连通 性 

连通 空间 与 连通 性 反映 了 “ 连 成 一 块 ” 的 直觉 观念 . 

定义 2.21 拓扑 空间 和 称 为 连通 空间 , 阁 关中 既 开 又 闭 的 
集合 仅 有 空 集 多 与 X 自身 . 连通 子 集 可 如 紧 子 集 、 仿 紧 子 集 等 那 
样 类 似 地 定义 ， 

定理 2.32 拓扑 空间 是 连通 的 , 当 且 仅 当 XX 中 不 存在 非 
空 开 集 4 与 B, 使 
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AUB=X, ANB=%. 
定理 2.33 设 {(4 :LE€7T}) 为 拓扑 空间 XX 中 的 连通 子 集 族 , 若 
[14.8, 


则 Ua 为 连通 集 . 

定理 2.34 设 4 为 拓扑 空间 XX 的 连通 子 集 . 则 满足 ACBC 
4 的 子 集 B 也 连通 ,从 而 4 连通 . 

定理 2.35 设 久 为 拓扑 空间 ,xzE€EX 为 X 中 的 任 一 点 , 记 P 
为 包含 xz 的 所 有 连通 集 的 并 , 则 P 为 闭 连通 集 . 

定义 2.22 设 久 为 拓扑 空间 . 我们 称 包含 z 的 所 有 连通 子 集 
的 并 为 z 的 点 的 连通 分 支 ( 也 称 连 通 分 支 ), 记 为 cl(zx). 同样 可 定 
义 一 个 集合 的 连通 分 支 . 

若 X 中 的 每 个 连通 分 支 仅 包含 一 点 , 即 c(x)== {x}, 则 称 X 
为 全 不 连通 空间 (或 称 全 断 型 空间 ). 

定理 2.36 在 拓扑 空间 所 中 ,对 于 任意 两 点 z,y, 其 连通 分 
支 c(z) 与 c(y) 具 下 述 性 质 ;, 着 yEc(z), 则 

cz) = cly); 
若 y Fc(z), 则 
cx) (| cly) 一 他. 

从 而 连通 空间 和 只 有 一 个 连通 分 支 ,就 是 和 自身 . 

定理 2.37 设 和 ,7 为 拓扑 空间 .了 : X->7 为 连续 映射 ,者 4 
为 X 的 连通 集 , 则 f(4) 为 Y 中 的 连通 集 . 

定理 2.38 积 空间 LX, 为 连通 空间 , 当 且 仅 当 每 个 因子 空 
间 X, 连通 . 
2. 6.3 局 部 连通 性 

定义 2.23 拓扑 空间 X 称 为 局 部 连通 的 , 若 X 中 每 一 点 都 
有 由 连通 集 组 成 的 邻 域 滤 系 基 . 

连通 空间 未 必 局 部 连通 ,有 如 下 的 例子 . 
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例 设 X=R’ 为 二 维 欧 氏 空间 . 集合 5S, 定义 如 下 ， 
peer a 为 有 理 数 ， 
((z,y) ER :za 一 1 委 y 委 0)，a 为 无 理 数 , 
S。 作为 R? 的 子 空间 是 连通 空间 , 却 并 非 局 部 连通 . 
局 部 连通 空间 也 未 必 连 通 . 例如 取 X 一 丸 , 点 集 
E=(—1,0) UU (0,1) 
是 局 部 连通 的 ,但 却 不 连通 . 
定理 2.39 XX 为 局 部 连通 空间 , 当 且 仅 当 X 的 每 个 非 空 s 开 集 
的 连通 分 支 是 开 集 . 从 而 局 部 连通 空间 中 的 每 个 连通 分 支 都 是 既 
开 义 闭 的 连通 集 . 
定理 2.40 拓扑 空间 XX 二 XX! X… XX, 为 局 部 连通 的 , 当 且 
仅 当 诸 因 子 空间 X,,… ,XX, 为 局 部 连通 的 . 


\ 3 多 重 线性 映射 空间 ,连续 映射 空间 


多 重 线性 映射 在 Banach 空间 微分 学 .对偶 理论 及 流 形 上 的 分 
析 等 很 多 部 分 都 起 着 重要 作用 . 连续 映射 空间 .Banach 代数 ,以 及 
Stone-Weierstrass 定理 .Arzela-Ascoli 定理 更 是 近代 分 析 学 的 基 | 
本 内 容 和 重要 工具 . 本 章 将 对 这 些 内 容 作 稍为 详细 的 介绍 . 


3.1 多 重 线性 映射 


定义 3.1 设 ( 壬 ，| 。，),…, (有 总, 上 ,D(CY, | 。l) 为 
赋 范 线性 空间 ， | 
2 (Zi 一 一 ME 


人 xz ,Xn) 关 于 它 的 每 个 变 元 都 是 线性 
的 . 
当 三 1 时 , 它 就 是 赋 范 线性 空间 (X, 上. jlx) 到 赋 范 线性 空 
间 (Y, | 。 履 ) 的 线性 映射 x(z). 此 时 ,如 在 泛 函 分 析 教 程 中 那 
样 , 知 线性 算 子 x 具有 有 界 性 ， 即 车 存在 常数 c>>0, 使 对 每 个 ze 
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和 ,有 
ulz) lly < el zx llx, 

则 称 x 为 有 界线 性 上 映射. 

我 们 有 熟知 的 定理 ， 

定理 3.1 设 (X, | 上。 x) 与 (Y, |Ylh)? 为 典范 线性 空间 ， 
xz : X->Y 为 线性 映射 , 则 下 列 论 断 彼此 等 价 

(1) zx 为 连续 映射 ; 

(2) z 在 X 的 零 元 0 连续 ; 


(3) zw 为 有 界 映射 . 
对 于 多 重 线性 映射 ,我 们 有 
定理 3.2 设 (K | 。),… ,CX,, 目 。),《Y, 上 。 册 ) 为 


赋 范 线性 空间 ,* 为 积 空间 XX,X… XX 到 YY 的 n 重 线 性 映射 . 则 . 


x 为 连续 映射 , 当 且 仅 当 存 在 常数 c>>0, 使 对 任意 的 (zl，…zo)E 
X, 有 
a Cr sr) ly 寺 c | zx, > | | 
证 ” 仅 就 x==2 情形 证 明 . 
必要 性 . 设 u(xz1,z2) 为 连续 映射 , 则 x 在 (60,,0:)EX=X!X 
X, 连续 ,这 里 b 与 9 分 别 为 X 与 X; 的 零 元 .于 是 取 e 一 1, 存 在 


0>0, 使 当 
max( | zi 一 2 小 ， 上 za — 0 |) = max( | zh lz le) 6 
时 ， 
| ux, ,x2) 一 ul0,,0,) | = | zx Cz ,x2) ly 和 <1. 
这 表明 
ulxi ,zz) lly < 1, (3; 1) 
在 闭 球 


B= B((O, ,0,) ,6) 
和 { (x1 ,TX2) 所 X| xX 及 : max( | z! 上 |， | 双亲 1) 0) 
中 成 立 . 令 c=1/V ,我 们 证 明 , 对 任 一 元 (x1,z2) EX, XX, 都 
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| xz (zi ;Tz) js 委 c| Xi | | x, |;. (3. 2) 
事实 上 ,着 xz 或 za 为 零 元 , 则 二 0,(3.2) 式 显然 成 立 . 对 于 
ZI 天 0 zs 天 0 , 因 有 |， >0, | zs 10, 可 令 
Cz， 
= TT zl = || zz jj 
则 (=， ;XZ2) EXIXX,, 有 8H | 之 1 小 一， | 之 2 外 一 5, 故 (>， ,22) EB. 于 是 
(3. 1) 式 对 (zi ,zs) 有 下 式 成 立 : 
| ul ,22) ly 式 1, 


之 > 一 


但 因 
8 
A 
从 而 
| ux ,za) | 6 | zh。 zl =e | zx 小 ， | zz | 
必要 性 得 证 . 


充分 性 . 任 取 (z',zx*) EX,XX,, 由 假设 条 件 ， 


| u(x yz) 3 Cs) |> 


委 | xz ~ xis) ly + lulz ,rs — xz) ly 


<et{ | Xl 一 2 外 “ | zz | 十 | 汪 外 站 一 xz, i 
任 给 s 盖 0, 取 
6 = min| 1 ,一 -一 一 一 -一 一 一 
eCard sds 
- 则 当 
max{ | 1 一 2 | | 2 一 > | :》 入 0 


时 ,有 上 wu《zi,x2) 一 wu《zi ,zz) | 委 e 从 而 充分 性 得 证 . 
由 定理 3. 2 可 得 
定理 3.3 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,Y 为 Banach 空间 . 车 GC 
和 为 和 的 稠密 子 空间 ,/ : G 一 Y 为 连续 线性 映射 , 则 存在 天 到 YY 
上 的 唯一 的 连续 线性 映射 了 ,使 16= 了 . 
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读者 可 将 此 定理 与 Hahn-Banach 扩张 定理 作 个 比较 ， 
3.2 多 重 线性 映射 空间 


我 们 先 就 =1 与 "一 2 情形 讨论 ,而 后 推广 到 一 般 情形 . 

定义 3.2 设 (X,|。lx, ,1 。 小 ?为 赋 范 线性 空间 . X 
到 Y 的 连续 线性 映射 的 全 体 所 生成 的 集 , 记 为 经 (XiZY)， 称 为 天 
上 的 连续 线性 映射 空间 ,或 简称 为 线性 映射 空间 . 

22(XiY) 有 如 下 性 质 . 

定理 3.4 经 (Xi;Y) 为 数 域 和 上 的 线性 空间 ， 

这 只 要 在 经 (X;Y)? 上 引入 两 个 线性 上 映射 的 加 法 与 数 乘 ,并 验 
证 它们 满足 本 附录 的 定义 1.1 即 可 . 

定理 3.5 乡 (X;7) 在 范 数 

Hall = inf{ec : | ulzx) ly cl x lix} 
之 下 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ,并 且 这 个 范 数 有 如 下 等 价 形式 
lull ~ sup uz) lly ~ sup, lx) hy. 

今后 ,为 方便 起 见 , 我 们 省 去 范 数 的 下 标 , 因 为 在 哪个 空间 取 范 数 
是 明确 的 ,例如 : | zx | 一 外 zx | LXIY), 

定理 3.6 若 了 是 Banach 空间 , 则 se2(X;Y) 也 是 Banach 空 
间 . 

定理 3.7 对 于 每 个 xEX,uE 经 (XX;Y) 有 

auc) wll zl, 
从 而 XXS2(X;7) 到 Y 的 贞 射 (z,z)-~x(z) 是 连续 二 重 线性 映 
射 . 
定理 3.8 连续 线性 映射 vE 纪 (X;i7) 与 vE€ 22(Y;Z) 的 复合 
u。v 是 连续 线性 映射 ,wx 。 ESce(X;IZ), 且 满足 
luevl < lull Hv. 

定理 3.9 设 Y 是 实 赋 范 线性 空间 , 则 对 每 个 a€EY,Y 到 
5(R;Y) 中 的 元 ws : -rba 的 映射 pq: oa- 一 xz 是 了 到 作 (R;Y) 上 的 
线性 等 距 . 
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证 易 证 9 是 线性 映射 . 进而 , ?是 满 射 ,因为 每 个 aeEY, 有 az 

与 之 对 应 ,而 每 个 f/f€ (R;Y), 必 取 
f(€) = f(€ .1) = €f(1) éa 
的 形式 ,其 中 4==f(1). 最 后 由 
| ga) = ll = ‘Sup ut) = Jal 

知 2 为 连续 线性 等 距 . 

定理 3. 9 的 结果 也 可 记 为 9€ 经 (Yi;s2(R;Y)). 现 将 它 推广 
到 多 重 情 形 . 

”定义 3.3 设 CXi, 有 :由 ),…, CX 有) 与 (Y, 上 ，|y) 为 
赋 范 线性 空间 . 记 由 积 空间 X,X… XX 到 Y 的 连续 nn 重 线 性 映 
射 的 全 体 所 生成 的 集 为 

LK, X,Y), 

称 为 n 重 线性 映射 空间 (请 注意 区 分 缘 (X, X… XX,; 了 ) 与 
(Xi1,…, 叉 ,;Y)). 在 其 上 定义 加 法 与 数 乘 运算 : 

(ul 十 us) Ty Ts) = UT Ts) 二 Us Xl Ta), 

(az) (Ts Ta) 一 at(Zi To， aE€EK, 

使 它 成 为 数 域 K 上 的 线性 空间 . 以 

| zi =inffc: zzozo) | el zl zl} 
作为 & 的 范 数 , 则 和 用 (X 和 …X.3Y) 成 为 一 个 赋 范 数 线性 空间 . 此 
时 ,类 似 于 定理 3. 6 一 定理 3. 8 的 结论 ( 作 一 些 相应 的 改变 ) 也 成 
立 . 定理 3.9 则 可 推广 为 

定理 3.10 设 (Xi, 有 ， 小) 《Xi, | 有。 中) ,CY, 上 。，l*) 为 赋 
范 线 性 空间 . 对 每 个 & GE SCZ(X ,XiY) 与 每 个 ZiEXI 令 ur 为 人 2 
到 Y 的 线性 映射 


2 :Ta U(X ,Xs). 


则 浆 : zi 一 wu 为 Xi 到 经 (Xs;Y) 的 连续 线性 映射 , 且 映 射 p: wu 一 
下 是 EX) ;, 信 2;Y ) 到 ls 人 A496 ;< (XiY)) 的 连续 线性 等 距 . 

证 zz 的 线性 性 质 可 由 u(xi,xz) 的 二 重 线性 得 到 . 它 的 连续 
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性 借助 于 下 列 估计 ,因为 据 定理 3. 2， 
a zd) = uCrszd) | Cl lx) zl, 
其 中 


| zx | = sup uCri,ra) | = sup ul. 
1 tre nls 


于 是 ,wx- €E (Xz;Y7). 从 而 ,六 : zi 一 xn 确定 了 和 到 c2(X:3Y) 的 
映射 . 

六 的 线性 可 由 xx 的 线性 得 到 .去 的 连续 性 也 据 定理 3. 2 可 证 ， 
因为 
far) |= liu = up | lx , xa) | 


委 sup lall lzl zl = all zl. 
1 rol el 


于 是 NECXi; 纹 (Xs;7)). 从而,p : uv 是 二 重 线性 空间 
52(X XIY7) 到 线性 空间 丝 (X1; 弓 (Xi;;7Y)) 的 映射 . 
9 的 线性 由 立 的 线性 得 到 .gp 的 连续 性 及 等 距 可 从 下 式 证 明 ， 
因为 VCzx) 一 2 , 且 
EA 


余下 只 要 证 明 yg 是 丝 (X1,Xs;Y 了 ) 到 经 (X3S2(CX:Y)) 的 满 
射 . 这 也 只 和 需 验 证 每 个 v€E 丝 (Xs,;Y), 有 一 个 wE 纪 (Xi,X2;Y) 与 
之 对 应 . 事实 上 ,我 们 只 要 取 

UU: (ZiZ2) > (VX)) (Xs) | 

验证 它 是 X,XXs: 到 YY 的 连续 二 重 线性 映射 就 够 了 ,这 一 点 留 作 
练习 . 

这 个 定理 的 意义 在 于 把 积 空间 上 的 映射 分 解 为 两 个 因子 空间 
上 的 映射 .因此 可 以 把 二 重 问题 化 为 累 次 问题 . 此 外 ,用 归纳 法 可 
以 推广 到 重 情形 . 

定理 3. 11 x 重 连 续 线 性 映射 空间 经 (Xi … we 
空间 

(KX, ;ERs LKR LEK, YY ).)) 
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人 i 


等 距 同 构 . 
3.3 连续 映射 空间 ,Banach 代数 


连续 映射 空间 在 近代 分 析 学 中 占有 重要 地 位 . 我 们 从 有 和 界 映 
射 集 出 发 来 介绍 它 ， 
定义 3.4 设 4 为 任 一 集 ,Y 为 典范 线性 空间 . 称 4 到 了 的 
映射 /: 4 一 Y 为 有 界 上 映射, 者 /(A) 为 Y 中 的 有 界 集 , 亦 即 
sup | f(D)1 去 十 eo. 
记 4 到 Y 的 所 有 有 界 映射 的 全 体 为 多 y (4), 称 它 为 A 上 的 有 界 
映射 集 . 若 在 多 y (4) 中 定义 元 f 和 g 的 加 法 运算 与 数 乘 
(f +e) = f+ gu), fg €E By (A), t€ 4， 
(af)(t) =af(t), f/f €E By(A), a EK, 
则 多 y (4) 成 为 K 上 的 线性 空间 . 又 若 定义 
Lf = sup | fC) ， 
易 证 上 是 多 y(4) 上 的 范 数 , 从 而 多 ,; (4) 为 一 赋 范 线性 空间 . 
定理 3.12 设 4 为 任 一 集 ,Y 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 . 知 eu， 
…,e, 为 了 的 标准 基 , 亦 即 上 ej 上 ==1,7 二 1,…,n, 则 多 y(A) 为 工 
的 拓扑 直 和 ,j==1,…,n, 这 里 
Li= {9:t— f(t)e tA fiEBY(A)), j= 1,n) 
且 每 个 工 ; 都 与 多 y(A4) 等 距 . 
证 ”每 个 AE 驴 ,(4) ,可 唯一 地 表示 为 
f0) = fie tt ft)e,, 
f(t) EY, j=1,%,n; t€ 4. 
注意 到 
sup | fy <+ % 全 sup fC) ly <+ %, 
则 易 证 上 有 界 , 当 且 仅 当 每 个 f; 有 界 , 并 且 映 射 :->f;(t)ej 的 范 数 
为 
Hf :eyl = Cf 取 在 多 y (A 上 ). 
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因此 ,多 y (4) 为 工 的 代数 直 和 |. 
作为 多 ,(4) 的 子 空间 , 工 ; 中 的 元 的 范 数 为 
lg1 = sup fCe; ll = sup{ If }= fjl, 
故 工 ; 与 名 y (4A) 等 距 . 
为 证 明 上 述 代 数 直 和 也 是 拓扑 直 和 ,只 需 证 映射 
pi: ff j=1,n 
为 连续 映射 . 
由 于 映射 (fi,…,f,) 一 f= 二 fle 十 … 十 fer 为 R" 到 YY 的 同上 及 
(本 附录 定理 1. 13) , 故 据 定理 3.2, 存 在 常数 c>>0, 使 对 每 个 f(z) 
EY, 有 
max |f;(2) | cl/ ly, 
其 中 4E 4. 于 是 对 每 个 上 E4 得 
[7 入 csup | Gy 一 ce ， 了 一 1，…,7， 
这 表明 思 是 连续 的 . 故 
54) = LO ODL. 
定理 3.13 若是 Banach 空间 , 则 多 y (4) 也 是 Banach 空 
间 . 
定义 3.5 对 于 有 界 映 射 空间 多 y (A) ,其 中 元 列 {f,}C 儿 y(A4) 
称 为 强 收敛 于 g€ 多 y(A), 若 
If.— gl = sup | 万 ( — gg) 1 m0, no. 
元 列 {f,) 称 为 简单 收敛 于 g€ 多,(4), 若 对 每 个 :€ A, 有 
fl) —g() | 0, n— oo. 
元 列 {f,} 称 为 范 数 收敛 于 g€ 有 (4), 若 
| fil — lgl, n— o0. 
现在 讨论 连续 映射 空间 . 
我 们 知道 ,对 于 一 个 距离 空间 ,在 其 上 不 一 定 有 代数 结构 ,而 
其 拓扑 结构 由 距离 p 给 出 ,o : XX 一 R ,满足 
(1) poCzyy) 字 0， pzyy) 一 0 后 r=y; 
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(2) p(x,y)=p(y,7); 

(3) CCzy) 魏 CO(zyz) 十 O(zyy). 

定义 3.6 设 X 为 距离 空间 ,Y 为 赋 范 线性 空间 . 记 Cy (外) 为 
允 到 了 的 所 有 连续 映射 的 全 体 , 称 它 为 和 到 YY 的 连续 映射 集 . 同 
样 可 按 Y 中 元 的 加 法 与 数 乘 运算 使 Cy(X) 成 为 线性 空间 ( 数 域 与 
Y 的 数 域 相同 ). X 到 Y 的 所 有 有 界 连续 映射 的 全 体 , 记 为 Er (X)， 
称 为 和 上 的 有 界 连续 映射 空间 ,简称 连续 映射 空间 . 

Gyr(X) 是 Cy(X) 与 多/(X) 的 子 空间 : 

Gy(X) = Cy(X) 门 By(X), 
故 它 在 范 数 
fl = sup | fC) 

之 下 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 . 它 有 如 下 一 些 性 质 ， 

定理 3.14 By(X) 是 By(X) 的 闭 子 空间 . 亦 即 有 界 连 续 映 
射 列 户 : XY 的 强 极 限 是 有 界 连续 映射 . 

定义 3.5 中 的 强 收敛 就 是 通常 分 析 中 一 致 收敛 概念 的 推广 ， 
而 简单 收敛 就 是 按 点 收敛 的 推广 . 简单 收敛 的 连续 映射 列 的 极限 
未 必 连 续 , 这 样 的 例子 也 不 难 举 出 . 定理 3. 14 指出 ,有 界 连续 映射 
列 告 强 收敛 , 则 其 极限 必 连 续 . 

强 收敛 蕴涵 简单 收敛 ,反之 却 不 然 . 下 面 的 Dini 定理 是 在 六 
为 桶 距离 空间 ,了 一 尺 的 条 件 下 给 出 简单 收敛 与 强 收敛 的 关系 . 

定理 3.15 设 X 为 紧 距离 空间 .车 {f,}%,CCi(X) 为 递增 实 
值 函 数 序 列 , 了 ,人 f+1,n 二 1,2,…; 且 f, 简单 收敛 于 连续 函数 ge 
Ce(X), 则 六 一 致 收敛 于 g. 对 递减 情形 类 似 的 结论 亦 成 立 . 

上 述 定 理 可 利用 X 的 紧 性 与 数学 分 析 中 的 常规 方法 证 得 . 

此 外 ,也 不 难看 出 , 当 X 为 紧 空 间 时 ,Ce(X) 与 B64(X) 是 一 致 
的 . 

Cn(X) 除 了 是 赋 范 线性 空间 外 ,还 有 更 进 一 一 步 的 结构 , 称 之 为 
Banach 代数 . 为 此 ,我 们 从 一 般 定义 出 发 来 介绍 Banach 代数 . 

定义 3.7 设 久 为 任 一 集 ,K 为 数 域 . 我 们 称 久 为 K 上 的 代 
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数 , 若 和 中 的 元 有 三 种 运算 ,加 法 zx 十 y, 数 乘 cz(eEK) ,乘法 xy， 
满足 

(1) 多 关于 加 法 与 数 乘 成 为 K 上 的 线性 空间 ，; 

(2) 和 关于 乘法 有 如 下 性 质 : 

运算 封闭 : rz,yEX > zyEX， 

结合 律 : (zy)z 一 ZCyz)， 

数 乘 交换 结合 律 : (az)y 一 Z(xy) 一 wa(zy)， 

加 乘 分 配 律 : 

zy 十 z) 一 Zy 十 zz (y 十 2X)X = yz 十 xzX， 

进而 ,车 乘法 还 满足 交换 律 zy 二 yz, 则 称 X 为 可 换代 数 . 

若 KK 上 的 代数 XX 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,并 且 范 数 满足 

3) zylelzl lyl, 
我 们 称 久 为 K 上 的 赋 范 代数 . 关于 乘法 满足 交换 律 的 赋 范 代数 称 
为 可 换 赋 范 代数 . 完备 的 赋 范 代数 称 为 Banach 代数 ,相应 地 有 可 
换 Banach 代数 . 

不 难 验 证 , 当 X 为 距离 空间 时 ,Gr(X) 为 R 上 的 可 换 Banach 
代数 ,其 中 加 法 . 数 乘 与 乘法 就 是 通常 函数 的 加 法 `. 数 乘 与 乘法 . 

定义 3.8 设 久 为 R 上 的 代数 ( 赋 范 代数 ),X。 为 X 的 线性 
子 空间 . 若 Xo 关于 乘法 运算 封闭 , 即 对 ZyyEXo, 有 XxyE€ 区 0， 则 
X, 也 成 为 K 上 的 代数 , 称 为 X 的 子 代 数 ( 子 赋 范 代数 )， 

定理 3.16 若 4 是 Ens(X) 的 子 代数 , 则 4 也 是 Be(X) 的 子 
Banach 代数 . 


3.4 Stone-Weierstrass 定理 及 应 用 


大 家 记得 经 典 的 Weierstrass 定理 : 
定理 3.17 设 f(X) 是 定义 在 [a,6b]J 上 的 实 值 函 数 , 则 存在 一 
个 实 系数 多 项 式 序列 p,(z), 使 p,(z) 在 La,6]j 上 一 致 收敛 于 
fxr). 
下 面 的 推广 就 是 著名 的 Stone-Weierstrass 定理 . 它 不 仅 要 用 
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到 多 s(X) 的 Banach 代数 结构 ,还 要 用 到 其 上 的 格 结构 . 
定义 3.9 设 义 为 任 一 集 ,A 为 多 :(X) 的 子 集 . 我们 称 4 区 
分 了 的 点 , 若 对 久 中 任 一 对 元 zx,yEX,z 天 y, 存 在 JE4, 使 
f(x) f(y). 
定义 3.10 设 关 为 半 序 集 ,a,bEXX. 记 
sup{asb} =aVob, inft{a,b} =a Ab. 
若 X 中 任意 两 个 元 ce,2 有 上 述 上 确 界 a V5 与 下 确 界 a 人 5, 则 称 
X 为 一 个 格 ( 或 称 X 具有 格 结构 )， 
任 一 全 序 集 为 一 个 格 . 
格 运 算 满足 如 下 规律 : 
等 究 律 ; aVa=a, a Aa=a; 
交换 律 ; aV6=bVa, a Ab=bAa; 
结合 律 : (a V6)Ve=aV BVe), (aAb) Ac=aA (Ww Ace); 
吸收 律 : aV (6Aa)==a, a A (Va)=a. 
格 未 必 满 足 分 配 律 . 若 一 个 格 满足 : 
aV Ac)=(aVe) A (a Vo), 
aACWVe)= (a MAb)Y (a Ac)， 
则 称 它 为 一 个 分 配 格 . 
定理 3. 18 (Stone-Weierstrass) 设 久 为 T, 型 蛇 拓 扑 空 间 ， 
设 Ce(X) 为 丸 上 的 Banach 代数 ， 若 ACCr( 久 ) 为 子 代数 , 且 含 
有 Cr(X) 的 乘法 单位 元 e, 则 二 =Cn(X)， 当 且 仅 当 4 区 分 和 的 
点 . 
证 ,必要 性 X 为 T, 型 陀 空 间 ; 故 为 T, 型 空间 , 任 取 ZYyE 
X,z 天 yy，, 据 Urysohn 引 理 ,存在 连续 函数 f/fECr(XX)= 二 ,使 
f(x)=0, f(y)=1. 
再 由 JE4, 对 任 给 的 e>0, 存 在 gE4, 使 |7(z) 一 8(z)|<e 对 > 
EX 成立 . 取 e==1/2, 则 
J = 二 < 一 g(z) 二 二. 
2 2 2 2 
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从 而 
SECZ) Fg(y). 
于 是 A 区 分 和 的 点 . 
充分 性 .分 三 步 证 明 . 
第 一 步 ,证 明 4 是 一 个 格 . 在 4 中 定义 运算 
(f V g)(x) = max{f (zx),g (zx)), 
(f Ag)(Cz) = min{f (zx),g (x)). 
为 证 在 运算 V 与 人 之 下 成 为 一 个 格 ,只 要 证 4 对 于 取 绝 对 值 的 
映射 p: f/f- | 了 | 是 封闭 的 , 亦 即 f€ 4 蕴涵 |f1€E 4. 因为 


fVg= 二 (f+8) 十 广 (f 一 gl 


fAg=/ +8)— zf el. 
令 |f(z)| 志 c,xEX, 由 XX 的 紧 性 知 c 过 十 co. 于 是 


[I Ye (eS -< 一 | [1 一 万 | 


上 式 中 的 级 数 关 于 zEX _ 致 收 伍 ,而 每 一 项 均 为 4 中 的 元 ,从 
而 |f1E€Ah. 
第 二 步 ;证 明 对 每 个 ECa(X) 及 zyEX,z 天 y， 都 存在 g.， 
EA, 使 
gz) = f(r), gily) = f(y). 
事实 上 ,对 于 zx 关 y, 由 于 A 区 分 叉 的 点 , 故 存在 gE 4, 使 g(x) 关 


g(y). 这 等 价 于 
g(X) "| 
天 0 
Ls 1 


i 
ag(y) 二 1°B= f(y), 


因此 方程 组 
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在 数 域 K 中 有 唯一 的 一 组 解 a,p. 令 gz 一 axg 十 pee 为 CR(X) 的 
求 ， 

第 三 步 证明 4 一 Ce(X). 为 此 ,也 只 需 证 明 Crx) CA, 亦 即 ， 
任 取 ye Ce(X) ,对 于 任 给 的 e 之 0, 要 证 明 存在 gE 万, 使 得 


1 7 一 g <e. 
从 而 Fe 4. 
任 给 e 汪 0, 对 每 个 x-EX, 取 yEX, 使 x 头 y. 据 第 二 步 ,存在 
gm 人 下 , 使 


gz) = f(r), gly) = f(y). 
由 g;, 的 连续 性 ,存在 xz 的 开 邻 域 U,, 使 得 
et pt) 


UU = 
TEX 

据 XX 的 紧 性 ;存在 Us "°° CO ,使 
vo 


故 当 zEU, 时 ,gy(2) > f(z) —e. 今 
By grny VV gy 
由 第 一 步 知 g,E A. 于 是 g,(z) 汪 f(z) 一 e 对 所 有 zEXX 成 立 . 
现在 ,再 由 g, 的 连续 性 及 XX 的 紧 性 ,存在 


使 


且 当 zEV, 时 ,有 
8B»,(2) < f(z)+ Ee. 


邻 gg% 人 … 人 8,' 则 gE7A, 并 对 所 有 zEX, 有 
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f(z) 一 eE<<g(z) fz) + ee. 
于 是 
If—gl = max |f (z) — g(z)| 二 &,， 
从 而 gE€ 4. 定理 得 证 . 

定理 3. 19( 复 域 情形 的 S-W 定理 ) 设 和 为 票 T 型 拓扑 空 
间 . Cce(X) 为 X 上 复 值 连续 函数 所 生成 的 C 上 的 Banach 代数 . 知 
A4CCe(X) 为 子 代 数 , 且 含有 Ce(X) 的 乘法 单位 元 e. 此 外 , 若 4 是 
北 顽 对 称 的 ( 即 /EA 蕴涵 FE A), 则 有 =Ce(X); 当 且 仅 当 4 区 
分 的 点 . 

Stone-Weierstrass 定理 有 很 多 应 用 ,例如 在 群 表 观 理论 中 、 
函数 允 近 理论 中 等 等 . 但 由 于 超出 了 我 们 课程 的 内 容 , 因 此 只 举 出 
下 列 初 等 应 用 的 例子 . 

定理 3.20 三 角 系 (e"”"')-w 在 Cec([ 一 1,1]) 中 是 全 集 . 

定理 3.21 车 XX 是 紧 距 离 空间 , 则 Cc(X) 与 Cc( 义 ) 都 是 可 分 
的 . 

证 因为 Ce(X) = Ca(X) 由 iCra( 久 ) , 故 只 要 对 Cae《X) 证 明 
即 可 . 由 于 紧 距 离 空 间 是 可 分 的 (请 读者 自行 证 明 ,或 参看 泛 函 数 
分 教程 ) ,可取 {U,} 吕 ! 为 X 的 可 数 开 基 , 令 

gt) =oLX—U), n=1,2,, 1 EX,， 
则 由 g 组 成 的 单项 式 gr …g。 也 构成 可 数 集 , 这 里 w 为 正 整 数 ， 
记 为 {h,)%21. 而 由 {h,}=>, 生 成 的 线性 空间 4 就 是 由 8 生成 的 
Ce(X) 的 一 个 子 代 数 . 
不 难 证 明 4 区 分 关 的 点 ,因此 据 Stone-Weierstrass 定理 知 
A = Cr(X). 

但 是 由 4 的 定义 及 甩 二 Cr(X) 知 fh) 计 ! 是 Cr(X) 中 的 全 集 , 从 而 
由 定理 1. 15 知 ,Cx(X) 是 可 分 的 . 


3.5 Arzela-Ascoli 定理 


经 典 的 Arzela 定理 给 出 Ca[a,6]) 中 的 子 集 列 紧 的 充 要 条 件 . 
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定理 3.22 集合 4CCa([a,6]) 是 列 紧 集 ， 当 且 仅 当 下 列 两 
条 件 成 立 : 

(1) 集 4 是 一 致 有 界 的, 亦 即 存在 常数 天 > 之 0, 使 对 所 有 Fe 
4 ,不 等 式 |/GD)1 委 天 对 zx6 [a,6] 成 立 . 

(2) 集 4 是 等 度 连续 的 , 亦 即 任 给 e 之 0, 存 在 S=6(e)>0, 使 
对 任意 的 AE 4 以 及 任意 的 才 ,t?E [a,6], 只 要 |t 一 2*| 过 5, 就 有 
[|fG)—f0") |<e. 

推广 的 Arzela-Ascoli 定理 将 [a,6] 推 广 为 紧 距离 空 s 间 基 ,R 
改 为 一 般 的 Banach 空间 Y, 给 出 Cy (多 ) 中 的 相对 紧 集 的 判别 条 
件 . 

定义 3.11 设 X 为 距离 空间 . 称 子 集 4CX 为 相对 紧 集 , 若 
4 为 紧 集 . 

定义 3.12 设 X 为 距离 空间 ,4 与 8 为 多 的 两 个 子 集 ,给 定 
ce 二 0. 兰 对 4 中 的 任 一 点 xz, 必 存 在 B 中 的 一 点 x' ,使 p(x ,x ) 二 
e, 则 称 8 为 4 的 一 个 e- 网 

称 子 集 4 i < 盖 0, 总 存在 
A 的 有 限 的 e- 网 

定义 3. 13 设 X 为 距离 空间 ,Y 为 赋 范 线性 空间 . Cy(X) 中 
的 子 集 五 称 为 在 一 点 zoEX 等 度 连续 , 若 任 给 e 汪 0, 存 在 6= 
0(e)>0, 使 当 属于 开 球 B(zo,6) 的 闭 包 

B(z0,6) = {zr €E X: plr,z0) SO) 

时 ,不 等 式 上 f(z) 一 f(zo) | 二 e 对 所 有 Fe 已 成 立 . 

又 称 万 为 等 度 连续 的 ,车 五 在 和 的 每 一 点 都 是 等 度 连续 的 . 

例 3.1 在 xz。 点 连续 的 有 限 多 个 映射 集 HH={f.,…,f,}CC 
Cr(X) 在 ze 是 等 度 连 续 的 . 

例 3.2 者 存在 常数 c>0,a>0, 使 

| zy 一 AD 下 委 cCoCzyy)) 

对 所 有 fE H 成 立 , 则 态 是 等 度 连续 的 . 

关于 等 度 连续 ,我 们 给 出 下 面 几 个 性 质 . 
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定理 3.23 设 X 为 距离 空间 ,Y 为 赋 范 线性 空间 . 若 序 列 集 
(PCCy(CXK) 在 zxoEX 等 度 连续 (或 在 X 上 等 度 连续 ), 且 刀 
简单 收敛 于 映射 8, 则 g 在 ze 连续 . 

定理 3.24 在 空间 By(X) 中 ,等 度 连续 集 妃 的 闭 包 也 是 等 
度 连续 的 ， 

现在 证 明 Arzela-Ascoli 定理 . 

定理 3.25 设 X 为 紧 距 离 空间 ,7 为 Banach 空间 . 则 Cy(X) 
中 的 子 集 矿 是 相对 紧 的 , 当 且 仅 当 

(1) 五 是 等 度 连 续 的 ; 

(2) 集 电 (Zz) 二 {/(x)EY: fEH})(xEX) 是 Y 中 的 相对 紧 
集 . 

证 必要 性 . 因 万 为 相对 紧 集 , 故 对 任 给 的 s 之 0, 存 在 有 限 
e- 网 {所 ,…,f,}CCy(X), 使 对 任 一 个 卫生 羽 , 都 有 一 指标 joE€ 
{1,…,n) ,满足 

If—fill ae. 
于 是 ,对 每 个 xEX, 有 目 f(x) 一 fj, (zx) 上 <<. 从 而 五 (z) 是 准 紧 
的 . 再 由 Y 的 完备 性 得 知 H(z) 是 Y 中 的 相对 紧 集 , 此 即 (2). 

FH 的 等 度 连续 性 可 由 如 下 推理 得 到 . 对 于 鼠 的 有 限 e- 网 {i， 
…,f,} 中 的 元 f; 以 及 对 任意 xzEX, 由 fi; 的 连续 性 ,存在 XX 中 的 
开 球 

Bl(z,6) = {y EX: ply,7) < 二 和)， 
使 yE BCr; 人 0) 时 ,f(y) 一 f(x) 用 二 e 对 j= 二 1,2,…,n 成 立 . 于 
是 对 fE 瑟 ,由 
| fC) 一 zx) | 
Hf 一 万 GO) + fy) — fC7) | 
十 fi Cx) — fz), 
因而 ,对 于 y€E B(x,6), 有 f(y) 一 f(z) 有志 3e. 从 而 (1) 成 立 . 

充分 性 . 因 Cy(X) 为 Banach 空间 ,为 证 号 的 相对 紧 性 ,只 需 

证 上 H 是 准 紧 的 . 任 给 se 之 0, 现 在 来 找 出 矿 的 有 限 e- 网 . 
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对 zzE 克 ,由 互 的 等 度 连续 性 , 取 z 的 开 邻 域 B(x,6) ,使 对 y 
EDBGz,G) 时 ， 
fC) 一 Fa 科 革 
对 每 个 J€EB 成 立 .于 是 
(J B(z,6) OX. 


TEX 


由 XX 的 紧 性 ,存在 x1,…,z,, 使 


UU Bz,,8) XX; 


j=1 


另 一 方面 ,由 H(z;) = 1, ,nn) 的 相对 紧 性 , 知 UHcz) 也 是 


j=1 


相对 紧 的 . 取 cl，,… ,ch 为 U H(z) 的 有 限 二 -网 的 中 心 设 丐 是 


7 一 1 


集 (1,…,n}) 到 集 {1，,… ,mm}) 的 形 如 J 一 2(7 四 的 一 切 有 映射 所 生成 的 


集 ,显然 ,8 是 有 限 集 . 对 于 每 个 pg EB, 用 Ls 表示 所 有 满足 
| f(x) — cy) < 


的 了 EH 所 生成 的 集 ,j==1,2,… es 是 空 集 ). 由 ce(& 
二 1,… ,mm) 的 定义 知 
Uz DH. 


因此 ， 为 完 诚 充分 性 的 证 明 只 需 证 明 ， 每 个 Ze 的 直径 和 
事实 上 , 若 f,gEL,, 则 对 每 个 yEX, 存 在 a yeE 
V (zi) ,这 里 V(z;) 为 zj; 的 某 个 邻 域 . 因此 


E 


f(y) 一 flz)) ly < 地. 
且 有 | 上 gCy) 一 g (xi) |‖ 委 e/4. 但 由 定义 知 
| f(x)) — g(z)) | < 本 
故 对 每 个 yE 和 ,有 
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上 Foy) 一 gCOy) 1 ee, 
也 就 是 上 f 一 g ‖ 志 8. 定理 得 证 . 
这 个 定理 是 近代 分 析 学 中 的 一 个 很 重要 的 定理 ,在 近代 数学 
的 诸多 分 支 ,例如 在 微分 方程 .调和 分 析 与 函数 逼近 论 等 学 科 中 ， 
有 着 广泛 的 应 用 . 只 是 由 于 这 些 应 用 超出 了 本 教程 的 范围 ,这 里 从 
略 . 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 书 目 与 书籍 . 
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